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LJi tuwa cho 1an xuit ban dau tién

Trong subt khodng thdi gian hon hai nghin ndm, viéc ndm dudc mot sé kién thic khong qué hoi
hot trong pham vi todn hoc da 1a mot bo phan can thiét trong von liéng tri tué ctia mdi ngudi cé hoc
van. Ngay nay, mot méi nguy co 16n dang de doa truyen théng dé ctia gia tri gido dudng ctlia toin
hoc. Tiéc rang, trong van dé nay nhimmg dai biéu c¢é uy tin ctia khoa hoc toan hoc con té ra thiéu trach
nhiém. Viéc gidng day toan thuong thuong con mang tinh chit nhitng bai tap khuén sdo cé thé dan
dén sy phat trién nhitng k¥ ning hinh thttc ndo dé ma khoéng tham nhéip sau sic vao dang nghién ctu
va khong thuc sy gitip cho st phat trién tu do clia tu tudng. Cac cong trinh nghién ctu khoa hoc da
c6 xu huéng triru tugng hod va chuyén biét hod cao do. Nhitng ting dung va nhitng mébi quan hé tuong
hd da khong duge chi ¥ day dii. Va moi diéu kién tién quyét kém thuan lgi d6 hoan toan khong thé
bién minh cho mét chinh sich dau hang vé quan diém. Ngudc lai nhitng ai hiéu duge gia tri ctia van
hod tri tué khong thé khong dimg 1én va da ding lén dau tranh bdo vé né. Céc thay gido, hoc sinh va
tat ca nhitng ngudi ¢6 hoc van khong c6 lién hé v6i nha truéng déu khong mudn di theo con dudng it
chong gai nhat, da khong ha vii khi ma da bit ching tay vao cong cudc cai cach gidng day. Muc tiéu
14 su thong hiéu day dt ban chat ciia todn hoc xem nhu mot co thé toan ven va xem toan hoc nhu co
sd clia tu duy khoa hoc va mau phong cadch hoat dong.

Mot s6 cudn sach néi tiéng c6 ndi dung lich sit va tiéu st va nhitng bai dién vin chinh luan da lam
thitc tinh nhiéu ngudi dudng nhu thd ¢ véi toan hoc, nhung thuc ra khéng bao gid ngling quan tam
dén né. Song khong thé day duge tri thitc ma chi nhd vao céc phuong tién gidn tiép. Khong thé dat
duge su thong hiéu todn hoc chi bang nhitng phuong phép giai tri nhe nhang, ciing nhu khong thé
hiéu biét 4m nhac bang cich doc cac bai béo (du ching duge viét r6 dén mitc nao), néu nhu khong
hoc nghe mot cach chi ¥ va tap trung. Khong thé tranh khéi su tiép xic thuc su véi ban than noi
dung ctia khoa hoc todn hoc sinh déng. Mt khéc, khi trinh bay todn hoc thoat khoi tinh than lac
hau ctia nha trudng va tranh chi nghia gido diéu cting nhéic, tit chdi nhitng nguyén c¢é va nhitng chi
dan vé muc dich, can phai tranh tat cd nhitng gi qué cong kénh va gid tao clia chii nghia gido diéu,
d6 chinh 13 mot tré ngai dédng ghét ddi véi moi su cb ging chan that. Ching 1& khong thé dude néu
bit dau tir nhimg yéu t6 va di theo con dudng truc tiép dé dat t6i nhing diém cao ma tit d6 c6 thé
nhin r6 cai ban chat nhat va nhitng dong luc ciia todn hoc hién dai.

Cudn sach nay dinh thit lam mot cong viéc nhu viy. Vi né khong doi héi nhitng hiéu biét gi méi
ngoai nhimg diéu da dugc trinh bay trong mot gido trinh tét ¢ nha trudng, cho nén cé thé goi né 1a
mot cudn sach phd cap. Song né khong theo mot xu huéng nguy hiém 1a thi tiéu moi su ¢b ging suy
nghi, moi su luyén tap. N6 doi héi mot mic do trudng thanh nhat dinh vé tri tué va mot trinh do tiép
thu céc 1ap ludn dugce trinh bay. Cudn sich duge viét cho nhitng ngudi bat dau hoc va cho nhitmg can
bé khoa hoc, cho hoc sinh va thay gido, cho cac nha triét hoc va cac k¥ su, né c¢é thé duge dung lam
sach gido khoa dé tu hoc. Cé 18, ¥ dinh phuc vu cho mot 16p rong rai ban doc nhu thé 1a qué déi can
ddm va tu tin. Phai thita nhan rang, do 4p luc clia mot téc pham khac ma khi cho cudn séch nay ra
mét ban doc, ching budc phai di dén mét su thoa hiép: céng viec chuan bi da duge tién hanh nhiéu
niam nhung chua thue su két thic. Ching t6i rdt vui mimg chd dén nhitng 16i phé binh va san sang
dén nghe nhitng ¥ kién déng gép clia cic ban.

Néu nhu trach nhiém vé y dinh va noi dung triét hoc ctia cudn sach nay thuoc vé ngusi ky tén dudi
day thi toi xin chia sé cong lao xtmg ddng vé gia tri clia cudn sach (néu c6) véi Herbert Robbinx. Ong
da danh cho tac pham nay mot su chi ¥ dic biét nhu chinh cong trinh ctia ban than minh ngay tit khi
tiép xtc v6i né dusi dang so thio va su cong tac clia 6ng da cb vai trd quyét dinh lam cho cudn sach
nay dude nhu ngay nay. Cudi cling t6i xin biéu thi long cAm on sau sic trudc su gitp d6 ciia nhiéu
bé ban. Céc cudc toa dam véi Niels Bohr, Kurt Friedrichs va Otto Neugebauer da c6 anh hudng dén
mét s6 quan diém ciia t6i vé cac van dé c6 tinh chat triét hoc va lich stt. Edna Kramer da cho nhiéu
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iv Loi tua cho lan xuat ban dau tién

v kién phé binh xay dung vé mit su pham. David Hilbark da viét nhitng bai gidng, sau d6 da la co
s§ cho cudn sich. Ernest Courant, Norman Davids, Charles de Prima, Alfred Horn, Herbert Mintzer,
Wonlfgang Wasow va nhitng ngusi khac da déng gép rat nhicu cong siic sita chita va ddnh méy ban
thao. Donald Flenders da cho nhiéu y kién quy bdo va stta chita can than ban thao. John Knudsen,
Hertha von Gumpenberg, Irving Ritter, va Otto Neugebauer da chuan bi cho cic hinh vé v.v... Téi
ciing xin cdm ta nha xudt ban Waverly Press, dic biét ngai Grover C. Orth, cho ching ta vé sut lam
viée c6 chat lugng rat cao va cam ta nha xuit ban Oxford University Press, dic biét ngai W. Oman
va Phillip Vaudrin Vodren vé sang kién va sy ting ho.

R. Courant

Niw Rochelle, (New York)

22 théang 8 nam 1941



L&i tua cho lan xuit ban thi hai, thit ba va thir tu

Trong nhitng nam gan day, nhu cau thong tin todn hoc va tai liéu chi dan tuong tng ngay cang
tdng. Hon ldc nao hét, hién nay c6 nguy cd clia sy chdn ngan, néu nhu hoc sinh (va gido vién) khong
nhén ra va ndm duge ban chit va ndi dung clia toan hoc dang sau cdc cong thiic va céc bién déi. Dbi
v6i nhitng ai da nhin thay sdu hon nhitng diéu da viét trong cudn sich nay va binh pham dbi véi lan
xuét ban thtt nhat da cing c¢b trong cic tic gid niém tin rang cudn sach cé bo ich.

Chung t6i xin cdm ta nhing ban doc ma nhiing 16i phé binh da giip ching t6i dinh chinh lai va
hoan thién thém trong nhitng lan xuit ban sau. Pé chuan bi cho lan in thit tu, ba Natascha Artin da
déng gép rat nhiéu, ching t6i xin chan thanh cadm on.

R. Courant

New Rochelle, N.Y.

18-3-1943

10-10-1945

28-10-1947



Cach dung sach

Trat tu trinh bay trong sich 14 cé hé théng, nhung diéu nay hoan toan khéng cé nghia bit budc
ban doc phai xem lan lugt trang nay sang trang khac, chuong no tiép chuong kia. Vé cén ban, cic
chuong doc lap véi nhau. Thong thudng thi phan dau chuong 14 dé hiéu, nhung sau dé con duong di
sé tit tit leo dbc, dén cudi chuong va phan phu luc ciia né thi cang déc hon. Béi thé, ban doc nao can
sém c6 mot théng tin tong quét, hon 1a viée linh héi nhitng kién thtic chuyén nganh thi c6 thé doc
theo nguyén tic bé qua nhitng khao sat chi tiét.

Hoc sinh c¢6 trinh do todn hoc han ché thi nén lia chon theo sé thich cia minh. Cac dau sao va
dong in chit nhé danh dau nhitmg phan c6 thé bé qua trong lan doc dau tién ma khong phuong hai gi
nghiém trong cho viéc nhan thitc phan tiép sau. Hon thé nita, néu trong khi doc sich ma ban doc tu
gi6i han & nhitng phan hoac nhitng chuong ma minh quan tAm dén nhiéu nhat thi ciing khoéng c6 tré
ngai gi.

Céc thay gido trudng pho thong sé tim thiy, trong nhitng chuong danh cho cic phép dung hinh
hoc va cuc dai, cuc tiéu, tai liéu dé hoat dong ngoai khod va bdi dudng hoc sinh gidi.

Ching t6i hy vong rang cudn séch cé thé phuc vu cho hoc sinh céc 16p khéc nhau § trudng phd
théng va cho nhitng ngudi thudc nganh nghé khac nhau thuc sut quan tdm dén cic van dé kién thtc
chinh x4c. N6 ¢6 thé lam co sé cho céc gido trinh tu chon vé cic khai niém todn hoc co ban trong
cac truong phd thong. Céac chuong II1, IV, V phi hop véi gido trinh hinh hoc, céac VI va VIII gop lai
trinh bay trong ven cic co sG clia giai tich v6i muc dich théng hiéu nhiéu hon 1a dat t6i sy hoan thién
ve ky thuat. Cac thay gido c6 thé sit dung ching lam bai mé dau dé bé sung gido trinh cho phi hop
v6i cac nhu cau riéng biét nao dé va lam cho gido trinh phong pht thém bdéi nhitng thi du nhiéu loai
khac nhau.

Chiing t6i hy vong rang ca nhitng chuyén gia ciing sé thay dugc mot sb chi tiét va mot sd 1ap ludn
so cap dang luu ¥ chita dung trong ban than ching mam méng ctia nhitng tu tudng rong 16n hon.
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Toan hoc la gi?

Toan hoc chita dung trong ban than né nhitmg dic diém ctia hoat dong 1y tri, ctia 1ap ludn trim
tuong va huéng t6i su hoan thién vé tham my. Nhitng yéu t6 co ban va dbi lap 1dn nhau cta né 1a
logic va truc gidc, giai tich va phép dung hinh, tinh khai quat va tinh cu thé. Vi moi quan diém khéc
nhau bat ngudn tir nhitng truyen théng nay hay truyen thdng khéc, su tdc dong dong thoi ciia nhimg
théi cuc dé va sy dau tranh dé tong hop ching lai sé ddm béo cho stic séng, su bo ich va gid tri cao
cuia khoa hoc toan hoc.

Khéng nghi ngd gl nita, st tién lén trong pham vi toan hoc dugce qui dinh bdi sut phét sinh nhitng
nhu cau c6 tinh chat thuc tién nhat dinh. Nhung, tat yéu phai c6 mot cai da ndi tai vugt ra ngoai gisi
han ctia 1gi ich truc tiép. Su bién d6i tit mot khoa hoc tmg dung sang mot khoa hoc 1y thuyét nhw vay
da dién ra trong lich st xa xua, song ngay nay ciing van con nhu thé: chi can dé dén su déng gép cta
céc ky su va cac nha vat ly trong todn hoc hién dai cing da r6. Nhitng phong cich tu duy toan hoc
¢6 xua nhat da xuat hién & phuong Péng khoang hai nghin ndm trudc céng nguyén: ngudi Babilon
da tap hop dudc chat litu phong phi, cdi ma ngay nay ching ta cé xu huéng xép vao dai sb so cap.
Nhung, tir "todn hoc'dudge xem nhu mot khoa hoc theo ¥ nghia hién nay, da phat sinh chdm hon 6
trén manh dat Hy Lap vao khoang thé ky thit tu va thit nam trudc cong nguyén. Moi su tiép xtic ngiy
cang ting gitta Phuong Dong va Hy Lap bat dau tit dé qubc Ba Tu va dat t6i tot dinh trong thoi ky
tiép ngay sau cudc du lich ciia Alexander da dam bao cho ngusi Hy Lap dudi kip nhitng thanh tuu
clia ngudi Babilon trong linh vic todn hoc va thién van hoc. Todn hoc da nhanh chéng tré thanh doéi
tuong clia cic cudc thio ludn veé triét hoc thong thuong tai cic Nha nuée - thanh phdé Hy Lap. Nhu
vay, cac nha tu tuéng Hy Lap da nhan thic duge nhing khé khan dac biét cé lién quan véi cac khai
niém toan hoc c¢d ban - su lién tuc, su chuyén dong, cai vo han - va véi bai toan do cac dai luong tuy
¥ bang cac don vi cho trude. Nhung da c¢é quyét tdm vugt khé khin: ndy sinh do két qua ctia mot su
cb ghng tuyét voi cta tu tuéng Eudoxus, 1y tuyét continuum hinh hoc 1a mét thanh tuu c6 thé sanh
ngang hang véi 1y thuyét s6 vo ti hién dai. Phuong huéng tién dé suy dién trong toan hoc, bt dau ti
Eudoxus, da dugc thé hién rat ro trong tdc pham "Elements'ctia Euclid.

Mic dau xu huéng tién dé - 1y thuyét van la mot trong nhitng dic diém ndi bat nhat cia toin
hoc Hy Lap va tu né da anh hudng 16n dén su phat trién sau nay ctia khoa hoc nhung ciing can phai
kién quyét chi ro rang vai tro clia cédc nhu cau thuc tién va mbi lién hé véi thue tai vat Iy khong hé bi
ha thap chit nao trong viée sdng tao ra toan hoc ¢ xua va rang viéc trinh bay toan hoc khong theo
phong cdch chit ché ctia Euclid van duge wa thich hon.

Su phét hién qua sém nhitng khé khan c6 lién quan t6i cac dai lugng "vo ti'da can tré nhitng ngudsi
Hy Lap phét trién nghé thuét tinh todn bang s6 ma trong nhimg thoi ky trude diy da tao ra nhimg
thanh tuu dang ké & Phuong Pong. Thay thé vao d6, ho di tim nhitmg con dudng trong rimg ram clia
hinh hoc tién dé thuan tuy. Thé 13 bit dau mét trong nhitng cude phiéu luu la lung trong lich sit khoa
hoc ma trong dé cé thé bé 16 nhitng khé ning sang lan. Gan nhu trong subt hai nghin nim, su théng
tri clia truyen théng hinh hoc Hy Lap da ngin can su tién hod clia tu tudng vé sd va ctia phép tinh
bing chit ma sau nay da duge dit 1am co s6 clia céc khoa hoc chinh xéc.

Sau mot thoi ky tap trung sitc liuc cham chap, moét thoi ky cich mang bao tap trong su phat trién
cua toan hoc va vat Iy hoc da dugec mé ra cung véi sy nay sinh hinh hoc giai tich va phép tinh vi tich
phan trong thé ky XVII. Trong cic thé ky XVII va XVIIL, 1y tudng két tinh tién dé hod va suy dién
hé théng da tan lui di v da mat 4nh hudng, tuy rang hinh hoc ¢d xua van tiép tuc duge danh gid
cao. Su tu duy logic hoan hio xuét phat tit nhitng dinh nghia ranh mach va tit nhitng tién dé “hién
nhién” khéng mau thuan véi nhau da khong con lam vira long nhitng ngudi khai phé kién thic todn
hoc méi. PAm minh trong nhitng du dodn truc gidc, bang cich pha tron nhitng két ludn hién nhién
v6i nhitng khing dinh huyén bi phi 1j, bang cich tin tuéng mi quing vao luc lugng siéu dang clia cic
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viii Toan hoc la gi?

qui trinh hinh thitc, ho da phat hién ra mot thé gidi todn hoc méi vo cling phong phii. Song dan da,
trang thai phan chan cao do clia tu tudng duge ¢ vit béi nhitng thing lgi oanh liét, da nhuong chd
cho thai do than trong va y thttc phé binh. Trong thé ky XIX, ¥ thiic vé su can thiét phai cing cb
khoa hoc, dc biét c¢é lién quan t6i nhitng nhu cau ctia gido duc cao ding, duge phat trién rong rai sau
cdch mang Phdp, da dan t6i su xét lai co sd cia todn hoc mdi. Ho da dic biét cht ¥ téi phép tinh vi
tich phan va viéc lam sang té khai niém giéi han. Nhu vay, thé ky XIX khong nhitng da tréd nén mot
kY nguyén ciia nhitng thang 16i méi ma con dude danh dau béi su quay tré lai cé két qua 1y tudng cd
dién vé su chinh xéc va chit ché ctia céc ching minh. Vé mit nay thi khuoén mau Hy Lap da bi vuogt
qua. Mot 1an nita, con lc da nghiéng vé phia su hoan héo 16gic va tritu tugng. Hién nay, ching ta
con chua vugt ra khéi thoi ky dé, dau rang ¢ co sé dé hy vong su gidn doan dang budn dude tao nén
gitta toan hoc thuan tuy va nhitng tng dung sinh dong ctia né c6 thé duge thay thé bai su théng nhat
chat ché hon trong thoi ky xét lai c6 phé phan. Ngay nay, mot khdi luong nhitng luc noi tai sang tao
va su don gidn hod cao d6 dat dugc trén co sd ciia su thau hiéu da cho phép ching ta sit dung mot 1y
thuyét toan hoc sao cho nhitng ttng dung khong bi bé qua. Viéc thiét 1ap lai méi lién hé hitu co giita
tri thitc thuan tuy va tri thitc tng dung, su cdn bang lanh manh gitta tinh khai quét tritu tugng va
tinh cu thé phong phii chinh 1a nhiém vu ciia toan hoc trong mot tuong lai gan day.

0 day, ching ta khéng cé diéu kién phan tich hoc vé mit triét hoc ho#ic tAm 1y hoc mot cach ti
mi. Chi muén nhan manh vio mot sb thoi diém. Theo t6i, viéc nhdn manh qua dang tinh chét tién deé
- suy dién ctia toan hoc 1a nguy hiém. Tat nhién cai khéi dau clia su sang tao cé tinh chat kién thiét.
Khé ai c6 thé chita chét trong céc dién dat triét hoc cai khéi dau truc gidc - 14 ngudn gbc clia céc tu
tudng clia ching ta va nhitng ludn cit ctia ching ta; tuy nhién cai khéi dau dé lai 1a ban chat thuc su
ctia moi phat minh toan hoc, ké ca khi né thudc va nhitng linh vie tritu tugng nhat. Néu mot hinh
thitc suy dién ranh mach 1a muc dich thi dong Iuc ctia todn hoc phai la truc gidc va kién thiét. Trong
gi4 thiét cho rang, toan hoc 14 mot hé théng cic hé qui rit ra tit cdc dinh nghia va tién dé chi can
tuwong tich v6i nhau, bo phan con lai 14 san pham cta su tudng tugng tu do ctia nha toan hoc, chit
trong né moi de doa nghiém trong ddi v6i ban than sy ton tai ctia khoa hoc. Néu thuc su nhu vay thi
todn hoc sé lam mot viéc khong xtmng ddng clia con ngudi biét suy nghi. N6 chi 1a mot tro choi véi
cac dinh nghia, qui tdc va phép ching tam doan luat ma khong ¢6 nguyén nhan, khéng cé muc dich.
Biéu tuong theo d6 tri tué con ngudi cé thé sang tao ra nhitng hé tién dé da mat moi ¥ nghia, sé 1a
mot su lita dbi. Chi cé thé thu dude nhiing két qua cé gid tri khoa hoc néu thay ré trach nhiém ning
né trude thién nhién va tudn theo mot nhu cau noi tai nao do.

Tuy xu huéng giai tich logic suy tuéng chua phai la toan bo todn hoc nhung né cing gitip ching
ta nhan thitc sdu sic hon nhitmg su kién toan hoc va nhitng su phu thudc 1an nhau giita ching va gitp
chting ta ndm viing hon ban chit cic khéai niém toan hoc. Chinh tit xu huéng dé da nay sinh ra mot
quan diém hién dai déi v6i toan hoc xem nhu mau muec ctia mot phuong phap khoa hoc duge ap dung
van nang.

Dut ching ta diing trén moét quan diém triét hoc nao thi moi nhiém vu nghién ctru khoa hoc déu
dugc quy vé thai do ctia chiing ta dbi véi cac su vat duge cdm thu va déi véi cac cong cu nghién ciu.
TAt nhién, ban than su cdm thu chua phéai 1a tri thitc, chua phai 1a su théng hiéu; con phai phit hop
chiing v4i nhau va cit nghia bang thuit ngit mot s6 noéi dung co ban dang sau ching. “Vat tu than”
khong phai 1a déi tuong truc tiép ctia mot nghién ctu vat Iy ma thude vé linh vie siéu hinh. Nhung
déi v6i mot phuong phap khoa hoc thi diéu quan trong 1a su tit bé céc suy luan siéu hinh, chung qui
1a sut biéu thi moi sy kién quan st duge dudi dang céc khai niém va céc phép dung. Su tit boé tham
vong nhan thitc ban chat ctia “vat tu than”, nhan thitc tinh chan 1y cudi cling cling nhu su giai dap
ban chat ndi tai ciia thé gidi, c6 thé sé 14 mot ganh ning vé tdm 1y ddi véi nhitng ngudi nhiét tam
ngay tho; nhung su tit b d6 lai c6 hiéu qua cao ddi v6i su phét trién ciia tu tudng khoa hoc hién dai.

Moét s6 phat minh vi dai nhdt vé vat 1y da budc ching ta phai tuin theo nguyén tic tha tiéu duy
tam siéu hinh. Khi Einstein dinh dua khai niém “nhitng su kién dong thoi, phat sinh tit nhitng dia
diém khéc nhau” vao sb nhitng hién tugng quan sat va khi 6ng hiéu rang niém tin ban than khai niém
nay tat phai c6 mot ¥ nghia chinh xdc ndo d6 méi chi 13 mot tién doan siéu hinh thi trong phat minh
dé6 da chita dung mam mong ctlia 1y thuyét tuong doi ctia 6ng. Khi Niels Bohr va céc hoc tro ctia 6ng
can nhic ky su kién mot quan sat vat 1y hoc tuy ¥ c6 lién quan dén téc dung tuong hd gifta dung cu
va vat dude quan sat thi éng da thay ré rang khong thé ¢ mot dinh nghia vi tri va van toc ctia phan
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t ddng thdi chinh x4c theo nghia ma né dugc hiéu trong vat 1y. Nhitng hé qui xa hon ctia phat minh
nay da tao nén hé théng co luong tit hién dai ma ngdy nay mdi nha vat Iy hoc déu biét. Trong thé ky
XIX da c6 mot tu tudng théng tri, d6 14 tu tudng cho rang céc luc co hoc va su chuyén déng ciia cic
phan ti trong khong gian 14 cdc vat tu than; con dién, 4nh sang va tit ¢6 thé qui vé céc hién tugng
co hoc (hodic “giai thich” bang thudt ngit co hoc) tuong tu nhw da lam dbi véi Iy thuyét nhiét. Khai
niém vé mot moi trudng cé tinh chat gia dinh - goi 14 moéi trudng ether- da dé xuat cho thich hop véi
nhitng chuyén doéng co hoc khéng hoan toan chinh didng ma ching ta coi 1a dnh sdng va dién. Dan
da da thay 16 ether nay khong quan sit duge, ttc 1a khai niém nay thuoc vé siéu hinh nhiéu hon 13
thuoc vé vat 1y. Sau dé thi tu tudng gidi thich mot cdch co hoc cic hién tugng dién va d4nh sing va
ciing véi né khai niém vé ether da bi ditt khoat loai bo.

Trong todn hoc cling ¢c6 mot tinh huéng twong tu nhu thé, thaAm chi con 16 rang hon. Trong nhiéu
thé k¥, cc nha todn hoc da xem nhing su vt ma ho quan tAm - s6, dudng thing v.v... nhu 1a vt tu
than. Song, vi nhitng ban thé d6 khong thich hop véi nhitng ¥ dinh mo ta chinh x4c nao vé ban chat
ctia ching, trong cic nha toan hoc thé ky XIX da hinh thanh mot tu tudng cho rang van dé vé gid tri
ctia nhitng khai niém dé xem nhu nhitg thuc thé trong pham vi toan hoc (va ca & bat ky dau) ciing
déu khong ¢ ¥ nghia. Nhitng khing dinh todn hoc ma nhimg thuit ngt d6 tham nhip vio hoan toan
khong thuoc vé thuec tai vt 1j; ching chi thiét 1ap méi lién hé tuong hd giita cdc “su vat khong xéc
dinh” va nhimg qui tic thao tac v6i nhitng su vat Ay. Khong thé va khong nén thio luin trong toan
hoc vAn dé diém, dudng thing va sb, thuc chit 14 gi. Didu thuc su quan trong va c6 lién quan truc
tiép véi cac su kién “duge khao sét” 13 cdu tric va mbi lién hé tuong hd gitta cac su vat dé: hai diém
thi xéc dinh mot dudng thing; theo nhitng qui t&c nhit dinh thi tit cdc s nay ching ta suy ra dudc
cac s6 khac v.v. ..

Nhén thtc duge mot cach ré rang su can thiét phai tit bé quan niém cho ring céc khai niém toan
hoc co ban nhu 14 nhitng su vat c6 thuc 1a mot trong nhitng chién cong quan trong nhat clia su phat
trién tién dé hod hién nay ctia todn hoc.

May mén thay, tu tudng sang tao dang lang quén di nhitng tin ngudng triét hoc gido diéu ngay khi
ma nhitng phat minh cé tinh chat kién thiét con quyén luyén chiing. Va, déi véi cac chuyén gia ciing
nhu d6i véi nhitng ngudi yéu thich todn hoc thi khong phai triét hoc ma chi ¢é sy tan tuy nghién citu
ban than toin hoc méi c6 thé tra 16i dude cau hoi. Toan hoc 1a gi?



Chuong 1

sO TU NHIEN

1.1 M3é dau

S6 1a khai niém co ban ciia toan hoc hién dai. Nhung s6 14 gi? Néu ching ta néi rang 5T3= 1,
1 1 1 N s
3%X5=1 hodc (—1) x (=1) = 1 thi nhitng diéu khang dinh nay cé y nghia gi ? Trong nha trudng,
chiing ta nghién cttu k¥ thuét tinh todn v6i cdc phan s6 va véi céc s6 4m, tuy nhién, mubn hiéu thuc

sut xdy dung mot hé théng s6 ma chi giéi han trong pham vi nhitng kién thiic so cap thi khéng du,
ma phai di xa hon mot chit nita. Nguoi Hy Lap thoi ¢d da dung céc khai niém hinh hoc diém va
duong thing lam co sé cho toan hoc clia minh ; nhung xét cho ciing thi viéc qui moi khing dinh vé
cac khang dinh déi véi cac sb tu nhién 1, 2, 3,... da tré thanh nguyén tic chi dao ciia toan hoc hién
dai. “Thuong dé tao ra sb tu nhién, con moi cai khéc 1 céng trinh sang tao clia con ngudi.” Véi cau
néi @6 Leopold Kronecker (1823-1891) da xéc dinh nén méng viing chac cia toa nha toan hoc.

S6 dung dé dém cac vat thé c6 trong nhimg tdp hop nay hay tap hop khac. S6 dit khoat khong ¢
lién hé gi véi dic diém cé thé cia vat duge dém. Chang han, sé sdu 1a két qué ciia su tritu tuong héa
nay sinh ra khi xem xét céc loai tdp hgp gom cé sau doéi tuong: né hoan toan khong phu thude vao
cac thude tinh diic thi ciia nhitng vat thé d6, ciing khong phu thudce va céc ky hiéu duge dung dén.
Tuy nhién tinh chat tritu tugng clia cic tu tudng vé sb chi tré nén sang té trén mot mitc dd phét trién
rat cao ve trf tué. Dudi con mat ciia dita tré thi céc con sb luon luon lién két véi cac vat thé cb thé so
mé duge nhu nhitng ngén ching tay hodac nhiing hon so6i ; trong ngbén ngtt ciia nhan dan thi cdc con
s6 ciing duge hiéu mot cach cu thé. D6 1a céc t6 hop khac nhau vé s luong duge diing dé biéu thi céc
vat thé khac nhau.

Chiing ta lgi dung mot diéu 14, nha toan hoc (tut ban than minh) khéng bat budc phai nghién citu
van dé triét hoc ctia su chuyén tit nhitng tap hop ddi tuong cu thé dén khai niém sé tritu tuong. Béi
thé, chiing ta coi cac s6 tu nhién nhu 1a nhitng sé cho trude ciing véi hai phép toan co ban dude thuc
hién trén cic s6 dé: phép cong va phép nhan.

1.2 Céc phép toan vé sd tu nhién

1.2.1 Céc dinh luit sb hoc.

S6 hoc 1a mot 1y thuyét toan hoc ciia céc s6 tu nhién (hodc cdc sé nguyén duong). Ly thuyét nay
dua trén mot su kién 1a, phép cong va phép nhan céc s6 nguyén tudn theo nhitng dinh luéit nao doé.
Mubn dién dat nhitng dinh ludt d6 mot cach khai quat thi khong thé dung cac ky hiéu kiéu 1, 2, 3 ¢6
litn quan dén nhiing s6 cu thé xac dinh. Khang dinh: 1 + 2 = 2 + 1 chi I truong hop riéng clia mot
dinh luat téng quat, ndi dung ctia né 1a, tong ciia hai sé khong phu thudc vao thit tu ma xét ching.
Néu chiing ta mudn biéu thi mot tu tudng 13, cé6 mot hé thite gitta cac sd nguyén, dit cic sb6 dude xem
xét nhu thé nao, thi ching ta biéu thi ching bing ky hiéu, chdng han bing cic chit a, b, c,... Néu
nhu sy théa thudn nhu vay dude thita nhan thi viéc dién dat ndm dinh ludt co ban ciia sb hoc 1a dé
dang va quen thudc véi ban doc:

l.a+b=b+a
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2. ab = ba
3.a+(b+c)=(a+b)+c
4. a (bc) = (ab)c

5. a(b+c) = ab + ac

Hai dinh ludt dau tién (dinh luit giao hoan ctia phép cong va dinh luat giao hodn ctia phép nhéan)
chi rang, khi cong va nhan cé thé thay déi thi tu clia cdc s6 ma trén d6 ching ta thuc hién phép todn.
Dinh luat thit ba (dinh luat két hop clia phép cong) chi rang, khi cong ba sb chiing ta duge ciing méot
két qua nhu nhau ma khong phu thudc vao viée ching ta cdng tong ciia sé thit hai va sd tht ba vao
s6 thtt nhat hay cong sd thu ba va téng clia s6 tht nhat va s6 thu hai. Dinh luat tht tu 13 dinh luat
két hop ctia phép nhan. Pinh luit cubi ciing 1 dinh ludt phan phbi xdc nhén rang, khi nhan mét tong
v6i mot sb nguyén nao dé c6 thé nhan mdi sb6 hang ctia tong véi sd d6 va cong céc tich tim duge lai.

Céc dinh luat sd hoc nay rat don gidn va tham chi cé vé hién nhién. Song can luwu ¥ rang chiing
¢6 thé khong ap dung duge véi cdc ddi tuong khac khong phai 14 s6 tu nhién. Chéng han, néu a va
b khong biéu thi cdc s ma biéu thi cdc chat héa hoc va néu phép cong duge hiéu theo nghia thong
thudng thi dé thiy rang dinh luit giao hodn ctia phép cong khong phai bao gid cing ding. Thuc vy,
néu d6 acid sulfuric (H,SO,) vio nudc thi duge dung dich axit lodAng nhung néu d6 nudc vao acid
sulfuric thi c¢6 thé gay chiing tai hoa cho ngudi thi nghiém. Nhitng minh hoa kiéu nhu viy cé thé chiing
t6 rang trong s6 hoc héa hoc c6 khi cdc dinh ludt két hgp va phan phdi ctia phép cong bi loai tri.
Nhu vy, c¢6 thé hinh dung ra nhing loai hé théng s6 hoc ma trong dé6 mot hodac mot s6 cac dinh ludt
1,..., mat hiéu luc.

Nhitng hé théng s6 hoc nhu vay da duge thuc su nghién cttu trong todn hoc hién dai. Co sé ciia
cac dinh luat 1,...5 1& mot mé hinh cu thé ciia khai niém s6 nguyén triu tugng. Dang 18 diing céc ky
hiéu théng thuong 1, 2, 3 v.v... thi ching ta biéu thi s6 cdc déi tugng trong mot tap hop cho trude
(thi du s6 qué tdo trén mot ciy) bang mot hé théng diém trong hop sao cho mdi diém tuong ting véi
mot d6i tugng. Trong khi thao téc véi nhitng hop d6, ching ta cé thé nghién ctu cac dinh ludt cta sb
hoc céc s6 nguyén. Mudn cong hai sé nguyén a va b ching ta day hai hop tuong tGng sat vao nhau rdi
bd vach ngan di.

.....‘—‘,—’...‘:’........

Hinh 1.1: Phép cOng

Mudn nhén a véi b chiing ta xép céc diém trong hai hop thanh hang rdi lap mot hop méi ma trong
dé cac diém dugce sip xép thanh a hang ngang va b hang doc. Bay gid, ching ta thiy ré rang céc qui
tac 1,...,5 biéu thi céc tinh chat truc gidc hién nhién clia cdc phép todn véi cdc ngan kéo ma chiing
ta da dua vao.

.....‘X’....:

Hinh 1.2: Phép nhan
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Hinh 1.3: Dinh luit phan phdi

Dua vao dinh nghia phép céng hai sb nguyén, dén day cé thé dua ra dinh nghia bat ding thic.
M&i khing dinh tuong duong a<b (a nhé hon b) va b>a (b 16n hon a) biéu thi ring ¢6 thé thu dugc
hop b tit hop a bang cach thém vao mot hop thit ba ¢ thich hop sao cho b = a + ¢. Néu vy, ching
ta c6 thé viét:

c=b—a

va phép toan trit cling duge dinh nghia:

‘.........‘*’....‘:’.....

Hinh 1.4: Phép tru

Phép cong va phép trit 1a cic phép todn nguoe nhau, chdng han, néu cong sb vao sd a roi ldy két
qua tim dude trit di d thi lai dugc s6 a:

(a+d)—d=a

Cén luu ¥ rang s6 b - a chi duge xdc dinh véi didu kién b > a. Y nghia ctia k¥ hié¢u b -a nhu 13 sb
nguyén am véi dicu kién b < a sé duge xét dén sau nay. Ky hiéu b > a (b 16n hon hoiic bang a) hoiic
a < b (a nhé hon ho#ic bang b) (a khéng vugt qué b) thuong dude dung véi ¥ nghia 13 cai phit dinh
ctia a > b. Cho nén cé thé biét 2 > 2 va cling ¢ thé viét 3 > 2.

Chiing ta con c6 thé md rong thém mot chit pham vi cdc sd nguyén duong ma ching ta da biéu
dién bang cac hop diém. Ching ta dua vao s6 nguyén « khong » dude biéu dién bdi ngin kéo hoan
toan réng: ching ta qui wéc biéu thi ngin kéo réng bang ky hiéu 0 thong thuong. Vy thi theo dinh
nghia phép cong va phép nhéan, véi moi sd a ching ta cé cac hé thic:

a+0=a

a.0=0

Thuc véy, a + 0 biéu thi su thém mot ngin kéo rdng vao ngin kéo a, con a.0 biéu thi mot ngin kéo
trong d6 hoan toan khong cé hang doc nao, titc 1a ngan kéo rong. Nhu vay thi viec mé rong dinh
nghia phép tir 14 hoan toan tit nhién néu gia thiét:

a—a=0

v6i moi a. D6 1a nhitng tinh chat s6 hoc diic trung clia sé khong.

Céc md hinh hinh hoc nhu kiéu ngan kéo diém dude 4p dung rong rai trong tinh toan s6 hoc cho
dén cubi thai ky Trung cd va chi sau d6 méi dan dan nhudng chd cho cic phuong phap ky hiéu hoan
hon hon nhiéu dua vao hé thap phan.

1.2.2 Biéu dién céc sb nguyén bing cic ky hiéu (phép viét sd)

Can phan biét rat than trong s6 nguyén véi ky hiéu (thi du 5, V, v.v...) dugc dung dé téi tao né
bang cach viét. Trong hé thap phan ctia ching ta thi sé khong va chin s6 tu nhién dau tién duoc ky
hiéu béi céc chit 0, 1, 2, 3, ....,9. S6 16n hon, ching han « ba tridm bdy muoi hai » duge viét dudi
dang:

300+70+2=3.102+7.10 + 2
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va trong hé thap phan né duge viét bang ky hiéu 372. Trong trudng hop nay thi diéu quan trong 1a,
gié tri ctia mdi s6 3, 7, 2 phu thudc vao vi trf ctia né - phu thude va chd né cé ding & vi tri hang don
vi, hang chuc hofic hang trim hay khong. Ding « gid tri theo vi trf » clia cac chit sb (nguyén tic vi
tri), ching ta cé thé biéu dién mot s6 tu nhién tiy ¥ ma chi can dén mudi chit s6 trong cac t6 hop
khéc nhau ctia ching. Quy téc chung ctia phép biéu dién nhu viy dugc thé hién bang so d6, dude
minh hoa qua thi du:

Z =a.103 4 5.102 + c.10 4+ d

trong d6 a, b, ¢, d 1a cdc sb nguyén tir s6 khéng dén sb chin. Lic nay sb Z dude bidu dién van tit bang
ky hiéu abcd.

Tién thé, ching ta luu ¥ thém rang céc hé sé d, ¢, b, a chdng qua 13 céc sé du trong phép chia lién
tiép sb Z cho 10. Ching han:

372 | 10

2 [37]10
713]10
3]0

Dua vao céch viét s6 Z & trén, ching ta chi biéu thi duge nhitng s6 nhé hon mudi nghin. Muén biéu
thi céc s6 16n hon mudi nghin can nam chit sé6 hodc nhiéu hon thé nita. Néu Z 1a s6 bao ham gitta
mudi nghin va moét triam nghin thi ching ta cé thé biéu dién né dudi dang:

Z =a.104 4+ 0.103 + ¢.102 4+ d.10 4 e va ky hiéu la abcde.

Mot khing dinh tuong tu ciing ding dbi véi nhitng sé bao ham gitta mot trim nghin va mot triéu
v.v... biéu cuc ky quan trong & diy 1a tim phuong phip dién dat mét cich tong quéat két qui ma
ching ta da thu dude bang mot cong thitc duy nhéat.

C6 thé dat duge muc dich nay néu ching ta biéu thi cic hé s6 khac nhau e, d, c,... bang ciing v6i
mot chit a véi cac chi sé khac nhau ag, a1, as,... Vi liy thita 10 ¢6 thé 16n tiy ¥ cho nén ching ta
khong biéu dién lity thita bac cao ciia 10 1a 10 hodc 10* nhu trong céc thi du trén ma viét 1a 10" véi
n 1 sb tu nhién tiy y. Bay gio thi mot sé nguyén Z bat ky trong hé thap phan sé dude biéu thi dudi
dang:

Z=a"10"+a" 110" + ... + 410+ d°
va duge ky hién 1a
OnGn—qQn—2. . . G100

Ciing nhu trong thi du da xét & trén, ching ta nhin thay ag, ar,as...a, la cdc s du trong phép
chia lién tiép Z cho 10.

Trong hé thap phan thi s6 « mudi » déng vai tro dic biét nhu 1 « co sé » clia hé. Ngudi binh
thudng cé thé khéng nhéan ra viéc lua chon s6 « mudi » nhu vAy 1a khéng thuc té va mot bat ky sb
nguyén tiy ¥ 16n hon don vi ciing déu c¢6 thé déng vai tro co s6. Chang han, hoan toan c¢é thé cé hé
béy véi co s6 bay. Trong hé théng nay mot sd nguyén duge biéu thi dusi dang:

N e (L At o A
trong d6 cac hé sb b biéu thi cic s6 nguyén trong pham vi tit s6 khong dén sdu. S6 dé duge viét la:
bpbn—1...b1bg
Chéng han s6 « mot tram linh chin » trong hé bay duge viét 1 214, vi 109 = 2.72 + 1.7 + 4.

Dé luyén tap, ban doc c¢6 thé rit ra qui tac chung dé chuyén tit co s6 10 sang co s6 B bat ky: can
chia lién tiép sb Z cho B, cac s6 du sé 14 « céc chit s6 » ctia s6 dé trong hé co s6 B. Thi du:

109 | 7
4 1217
11157
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109 (hé thap phan) = 214 (hé bay)

TAt nhién nay ra van dé: cé thé chon mot sd nao dé that vita ¥ 1 co s6 ciia hé dém khong ? Sau
nay ching ta sé thiy rang mot co s6 qua nhé sé dan dén mot sé diéu khong thuén loi ; mat khéc
mot co s6 qué 16n doi hoi chiing ta phai thudc nhiéu chit sé va phai nhd bang nhan qué phtc tap. Cé
nhitng y kién tiing ho hé co s6 mudi hai v6i Iy do mudi hai chia hét cho 2, cho 3, cho 4 va cho 6, do dé
ma cic phép dinh lién quan v&i phép chia va v6i phan sd don gian hon mot chit. Nhung mudn viét
mot s6 tiy ¥ trong hé mudi hai can cé thém hai chit s6 dé biéu thi céc s « mudi » va « mudi mot ».
Gia thit o biéu thi « sé mudi », B biéu thi s6 « mudi mot ». Nhu vy, trong hé mudi hai thi « mudi
hai » dugc viét 14 10, « hai muoi hai » 13 1o, « hai muci ba » 13 13, con « mdt tram ba mudi mbt »
la af.

Viéc phat minh ra cach viét theo vi tri dua vao gié tri tity theo vi tri cic chit s6 duge ngudi Babilon
khéi xuéng. Cach viét s6 nhu viy dudge ngudi An Do phét trién, né c6 tac dung vo cling qui bau trong
lich st vin minh nhén loai. Céc hé théng viét s6 c6 hon dude xdy dung trén nguyén tic cong !. Ching
han, trong cich viét s6 La Ma thi CXVIII biéu thi « mot trim + modt chuc + nam + mot + mot +
mdt ». Céc hé théng Ai Cap, Do Théi va Hy Lap ciing & trinh do dé. Su bat tién ctia hé thdng cong
don thuan 13 & chd s6 ky hiéu méi dua vao 14 vo han. Nhung nhude diém chii yéu ctia hé théng cd
(loai La Ma) 1 qui trinh tinh toén rat khé: chi nhitng chuyén gia méi c6 thé gidi duge nhitng bai todn
don gian nhat. Déi v6i hé « vi tri » An Do dang dugce phd bién hién nay thi tinh thé hoan toan khéc.
N6 xuat hién & Chau Au thsi Trung c6 théng qua cic thuong nhan ngudi Iching talia va cudi cling
thi ngudi theo dao Hoi lam chit duge né. Hé vi tri c6 mot tinh chat dic biét thuin loi 14 moi s6 tit
nhé dén 16n déu duge viét mot s6 it ky hiéu khac nhau: trong hé thap phan thi dé 1a chit s6 A Rap
«0,1,2,...,9 » Viéc tinh todn dé& dang trong hé nay ciing c6 ¥ nghia khong nhé. Cac qui tac tinh
toan véi cac sb viét theo nguyén tic vi tri cé thé tém tit duge dusi dang bang cong va nhan va cb
thé nhé mai duge. Phuong phéo tinh todn ¢6 ma trudc kia chi mét sb it ngusi trong gidi thuong luu
nim duge thi nay da duge dem day trong céc trudng cip mot. Trong lich st viin héa, it ¢6 nhitng thi
du ma sy tién bo khoa hoc lai &nh hudng sau sic, nhe nhang dén doi séng thuc tién nhu thé.

1.2.3 Céc phép tinh toan sb hoc trong cac hé dém khéng thap phan.

Vai tro cia « mot chuc » da bat ngudn tit nén van minh va chac chin cé lién quan dén viéc dém
theo ngén ctia hai ban chiing tay. Nhung chit s6 ctia ngoén ngit khéc lai cho thay nhiéu co sé khac da
duge diing t6i, nhu co s6 20 va 12. Trong tiéng Ditc va tiéng Anh thi céc tit biéu thi 11 v& 12 khong
hinh thanh theo « nguyén tic thap phan » két hop mot chuc véi cdc don virching doc lap vé ngoén
ngit voi cac tir biéu thi sd 10. Trong tiéng Phép, cic tit “vingt” va “quatre-vingt” 13 20 va 80 2 cho
phép ching ta giad thiét su ton tai clia hé co s6 20 da duge dung cho nhitng nhu cau nao dé. Trong
tiéng Dan Mach thi tit halvfirsinds-tyve biéu thi cho s6 70 c¢6 nghia 13 « nita doan dudng tit ba lan
hai muoi dén bdén lan hai muoi ». Cdc nha thién van Babilon da dung hé cc s6 60, nhd su kién nay
ma ching ta gidi thich dudc tai sao gi va do dugc chia thanh 60 phit. TAt nhién trong cic hé dém
khong thap phan thi cdc qui tic s6 hoc cling giéng nhu trong hé thap phan nhung bang cdng va nhan
cac s6 d6 ¢6 mot chit s6 thi lai khac. Do da quen v6i hé thap phan va da gin bé véi cdc danh sb trong
ngdn ngi clia ching ta, do dé lic dau ching ta sé vap phai khé khin ddng ké néu ching ta dinh tinh
todn theo nhitng hé théng khac. Ching ta hay thtt tdp 1a tinh nhan theo hé bay.

Trude khi bat ching tay vao viéc, can viét hai bang tinh nhé ma ching ta sé dung dén.

Thuc ra thi cic yéu t6 “vi tri” vAn ton tai trong phép viét sé La Ma. Néi chung, tht tu sip dit “céc hang” cb vai
tro cia né. Viduw: VI =V + I, nhung IV =V —I; LX =L+ X, nhung XL=L—- X ...
2Trong tiéng Phap tit biéu thi 80 c6 nghia 1a bbn lan hai muci (ND)
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Cong Nhén

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1172 3 4 5 6 10 111 2 3 4 5 6
213 4 5 6 10 11 212 4 6 11 13 15
314 5 6 10 11 12 313 6 12 15 21 24
415 6 10 11 12 13 414 11 15 22 26 33
516 10 11 12 13 14 515 13 21 26 34 42
6|10 11 12 13 14 15 6|6 15 24 33 42 51

Bay gid chiing ta nhan 265 v6i 24, nhitng s6 nay déu dudc viét trong hé bay (Trong hé thap phan
thi viét 1a: nhan 145 véi 18). Dau tién, nhan 5 véi 4 ching ta duge 26 (xem bang nhan).

265
24
1456
563
10416

Chiing ta viét ¢ hang don vi nhé 2 sang hang sau. Tiép tuc, chiing ta dugc 4.6 = 33 va 3342 = 35.
Viét s6 5 vao hang chuc roi cit thé cho dén hét. Cong cac s6 1456 va 5630 chiing ta duge 6 +0 = 6
& hang ‘don vi’, sau d6 & hang ‘bay’ ching ta duge 5 + 3 = 11. Ching ta viét 1 va nhé 1 sang hang
‘bén muoi chin’, ¢ hang ndy ching ta c6 1 4 6 + 4 = 14. Két qua cudi cung 13 265.24 = 14016.

Dé thit lai ching ta lam phép tinh dé trong hé thap phan. Mubn viét s6 10416 theo hé thép
phan ching ta tim liiy thita ctia 7 cho dén bac bén: 72 = 49,73 = 343,74 = 2401. T d6 suy ra
10416 = 2401 + 4.49 + 7 + 6, trong d6 vé phai ctia ding thic nay da duge viét theo hé thap phan.
Cong cac sd & vé phai, ching ta thiy s6 10416 trong hé bay bang sb 2610 trong hé thap phan. Bay
git chiing ta nhan 145 véi 18 trong hé thap phan:két qua ciing bang 2610.

Bai tap:
1. Thit tao ra bang cong va nhan trong hé co s6 20 va thit véi vai bai tdp don gian.
2. Biéu dién ‘ba muci’ va ‘mot tram ba muoci ba’ trong hé théng co s6 5, 7, 11, 12.

3. Biéu dién 111111 va 21212 c6 nghia trong nhitng hé théng nao?

4. Lap bang phép cdng va nhan cho co s6 5, 11, 13.

Vé quan diém 1y thuyét thi mot hé théng co s6 2 xdy dung theo nguyén tac vi tri néi bat & khia
canh d6 14 hé cé co s6 nhoé nhat trong céc co sd cb thé c6 duge. Trong hé nhi phan nay chi cé hai chit
s6 0 v 1; moi s6 khac déu dugce viét bang cic t6 hop cia nhimg ky hiéu d6. Cdc bang cong va nhan
duge qui vé hai qui tdc: 1+1=10 va 1.1=1. Nhung tinh khong thuc tién ctia hé théng nay 1a kha hién
nhién: mudn biéu thi cic sé khong 16n 18m da phai ding dén nhiing bidu thitc kha dai. Ching han, sb
bay muoi chin duge biéu thi dudi dang 1.26 + 0.25 + 0.24 + 1.23 + 1.22 + 1.2 + 1 va dudc viét trong
hé nhi phan la 1001111

Dé minh hoa su don gidn ctia phép nhan trong hé nhi phan, ching ta nhan s6 bay v6i nim viét
duéi dang 111 va 101. Dé ¥ rang trong hé nay thi 1 + 1 = 10, ching ta viét

111
101
111
111
100011 =2°+2+1

Két qua ching ta dude ba muoi lim nhu da biét.
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Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), mot trong nhitng ngudi thong thai nhat thoi bay gio da
danh gid rat cao hé nhi phan, Laplace da néi vé diéu nay nhu sau: « Leibnitz da thdy mau muc cla
st sang tao trong s6 hoc nhi phan ctia minh, 6ng cho rang don vi 13 khéi diém than bi, con s6 khong
14 c6i khong vo tan, thuong dé tao ra muon loai tit su khong ton tai y nhu don vi va sé khong biéu
thi cho moi con sb trong hé ctia éng ».

1.3 Suw v6 han ctia hé thdng cac sb tu nhién, phép quy nap toan hoc

1.3.1 Nguyén ly qui nap toan hoc.

Day s6 tu nhién 1, 2, 3, 4... khong c6 s6 tan cung: thiuc viy, néu c6 mot sd tur nhién n nao doé,
thi ngay sau né da cé thé viét s6 tu nhién n+1. Dé goi tén tinh chdt nhu viy ctia day sb tu nhién,
ching ta néi rang né 1a mot tap hop vo han. Day s6 tu nhién 14 mét thi du don gidn nhat va tu nhién
nhat clia syt vo han (v6i ¥ nghia todn hoc) déng vai tro chii dao trong todn hoc hién dai. Trong cudn
séch nay cé nhiéu chd dé cap dén tap hop vo han cic su vat, chang han nhu tap hop diém trén dudng
thdng hodc tap hop ching tam gidc trong mit phing. Nhung, diy vo han sb tu nhién chic chin la
mot thi du don gidn nhat ciia tap hop vo han.

Viéc chuyén timg budc lién tiép tit n dén n+1 dé sinh ra day sé tu nhién vo han 13 co s6 ctia mot
trong nhitng lap ludn quan trong nhat va dién hinh nhéit ctia todn hoc - nguyén 1y qui nap toin hoc.
« Quy nap thuc nghiém » thuong duge st dung trong cac nganh khoa hoc tu nhién, can ct vao mot
loat cic quan sat riéng ré vé mot hién tuong nao dé ma di dén su thita nhdn mot qui ludt chung ma
hién tugng Ay phai tudn theo dusi moi hinh thitc khic nhau ctia né. Mitc do tin cdy clia mot qui lut
duge x4c 1ap theo cach thitc nhu vy phu thudc vao sd cic quan sat riéng biét va phu thudc vao nhitng
két Iudn rat ra tit d6. Thong thudng thi nhitng 14p ludn qui nap loai tuong tu 1a hoan toan dang tin
cdy ; khang dinh ring ngay mai M&t Trdi moc tit huéng doéng 14 hién nhién dén ndi diéu dé néi chung
sé xay ra, nhung trong trudng hop nay thi tinh chat ciia sut x4c nhan hoan toan khac véi trudng hop
mot dinh 1y dude chiing minh bang nhitng lap luin logic chit ché ttc 14 bang nhitng 1ap ludn toin
hoc.

Phép qui nap todn hoc duge ap dung v6i mot phuong phép khac biét c6 muc dich xac lap tinh
chan 1y clia cdc dinh 1y todn hoc tai mot day vo han céc trudng hdp (trudng hgp thit nhat, thit hai,
thit ba v.v..., khong cé ngoai 18). Chiing ta biéu thi A 1a mot khang dinh nao d6 déi véi mot sb tu
nhién n bat k. Gid stt A 14 khing dinh: « Tong cdc géc trong mot da gide 16i n+2 canh bang 180°.n
». Hodc bidu thi A’ 13 khing dinh « n duong thing trén mit phing khong thé chia mit phing dé ra
nhiéu hon 2n phan ». Mudn chiing minh mét dinh 1y nhu vay déi véi mot gia tri tity ¥ ctia n thi chiing
minh né déi véi 10, hoac tham chi 1000 gid tri dau tién ctia n ciing 14 chua di. 6 chinh 13 nguyén
téc clia qui nap thuc nghiém. Thay thé vao d6 ching ta sé ding mét lap ludn toan hoc chit ché hoan
toan khong c6 tinh chit thuc nghiém, chiing ta sé lam sang t6 nhitng dic diém ctia né thong qua cac
thi du vé chitng minh cédc ménh dé A va A’. Ching ta xét ménh dé A:

e Néu n=1 thi ménh dé dé néi vé hinh chiing tam gidc, trong hinh hoc so cip ching ta da biét
rang, tong cic gbc trong clia chiing tam gidc bang 180°.1. Trong trudng hgp hinh tt gidc (n=2),
chiing ta vé dudng chéo phan chia tt gidc thanh hai chiing tam gidc, bay git thi da ré rang tong
cac gbc clia tit gide bang téng cac goc cia hai ching tam gidc, tic 13 bang 180° + 180° = 180°.2.
Ciing bang céch nhu trén ching ta phan chia ngi gidc thanh mét t gidc va mot tam gide. Vi
ti gide cé tong cac goc 1a 180°.2 va ching tam gidc c6 tong cac goc la 180°.1, nén tong cac goc
clia ngll gidc 13 180°. Bay gid thi 16 rang 1ap ludn cé thé tiép tuc mai theo céc hoan toan tuong
tw. Chiung ta chimg minh dinh 1y cho truong hgp n = 4, sau dé cho trudsng hgp n = 5 v.v...
M&i két luan tiép sau dugc suy ra tit két ludn trudc né va dinh Iy A duge thita nhan déi véi gia
tri n bat ky.

Tinh hinh ciing xdy ra nhu viy dbi v6i ménh dé A’

e Khi n =1 thi di nhién 13 né ding vi moi dudng thing déu chi mit phing ra lam 2 phan. ching
ta vé mot dudng thang tht hai. N6 chia mdi phan truée 1am hai phan véi diéu kién duong thing
thtt hai khong song song v6i dudng thing thi nhit. Nhung, ding thé nao ching nita thi trong
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trudng hop n = 2 ¢6 khong nhiéu hon 4 = 22 phan. Ching ta lai vé thém dudng thing thi ba.
M&i phan da cé hodc bi chia 1am hai phan, hodc khong bi chia. Do d6 sé phan méi khéng vuot
qué 22.2 = 23, Thita nhan diéu nay, ching ta sé gidi quyét duge trudng hop tiép theo v.v... qua
trinh nay khong bao gi két thic.

Ban chét cta lap luén trén 13 & chd, khi mubn chting minh su ding din cia mét dinh 1y A téng
quéit nao d6 déi v6i moi gia tri clia n, chiing ta chitng minh dinh 1y dé cho mot day vo han lién tiép
céc truong hop riéng Ay, As ...

Tinh kha hién ctia 1ap ludn d6é dua trén hai tién de:

(a) C6 moét phuong phap chung dé chting minh rang néu A, dung thi khang dinh tiép theo A,
cing dung.

(b) Da biét khéng dinh thtt nhat A; 14 ding co s6 dé cho hai diéu kién d6 14 dit ddm béo cho moi
khing dinh A;, Ay, As, ... ciing ding 13 mét nguyén 1y logic ma né mang mot ¥ nghia nén tang
trong toan hoc giébng nhu nhitng qui tic c6 dién ciia 16gic Aristotelian.

Chiing ta phat biéu nguyén 1y d6 nhu sau. Gia thit phai xac 1ap su ding dén ctia mot diay vo han cac
ménh dé toan hoc Aq, Ay, As... ma toan thé hgp thanh md ménh dé téng quat A. Gia thiét rang:

(a) Thuec hién duge mot 1ap ludn toan hoc chitmg t6 rang néu A, ding thi A, ciing ding v6i moi
s6 tu nhién r va

(b) Xac nhan dugc rang A; ding. Lic nay thi moi ménh dé A dugc chitng minh. Chiing ta chap
nhan nguyén 1y qui nap ma khong hoai nghi gi (ciing nhu chting ta da chdp nhan moi qui tic
ctia logic thong thuong) va xem né la nguyén 1y cd s6 ctia chiing minh todn hoc. Thuc ra, ching
ta c¢6 thé xdc lap su ding din ciia mdi khing dinh A,, bang cdch xuit phét tit gid thiét b) cho
rang A; la ding va ap dung nhidu lan gid thiét a) ching minh lién tiép sy ding din cta céc
khing dinh As, A3, A4... cho dén A,,. Nguyén 1y qui nap todn hoc duge suy ra tit mot su kién
14 sau bat ki s6 nguyén r c6 mot sb tiép theo r+1 va bit dau tit s6 tu nhién 1 c6 thé dat t6i sb
tu nhién n sau mot s6 hitu han bude nhu viy.

Thuong thuong chiing ta ap dung nguyén 1y qui nap toan hoc ma khéng néu ro6 su lap lai d6 hoac
nguyén 1y nay dudc an sau céng thitc « va ctt nhu thé mai ». Dang an nay cta viéc 4p dung nguyén
Iy qui nap la dic diém ciia gidng day toan hoc so cAp. Nhung khi chting minh céc dinh 1 khac sau
sac hon, té nhi hon khong thé khong van dung nguyén 1y dé mot céch tudng minh. Ching ta néu ra
& day mot s6 thi du don gidn nhung dau sao ciing khong phai 1a hoan toan tam thuong.

1.3.2 Cép sb cong

. , £ oo n(ntl) o
Tong 1 + 2 4+ 3 + ... n cla n so tu nhién dau tién bang ( ) v6i moi n.

Muén chimg minh dinh 1y nay bang qui nap toan hoc ching ta phéi xac lap su ding din ciia céc
hé thiic A, v6i moi n:

n(n+ 1)

5 (1.3.1)

14243 +n=

(a) Néu r 1a mot s6 tu nhién nao d6 va néu khang dinh A, 14 dang, tic 1a néu:

r(r+2)

5 (1.3.2)

1+243+ 47 =

Thi thém vao hai vé clia ddng thic sau niy r+1 ta dugc:

+1
1+2+3---+r+(r+1):7"(7"2)+(r+1):

r(r+1)—;2(r+1) _ (r+1)2(7“+2) (1.3.3)

D6 chinh 1 khing dinh A,
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) . 1.2

(b) Khang dinh A; hién nhién 1a ding vi 1 = -5

Nhu véy, theo nguyén 1y quy nap todn hoc thi khing dinh An 14 ding v6i moi n, d6 1a diéu phai

chimg minh. Ngudi chiing ta con thudng chiing minh dinh Ij nay bang cich khac. Ching ta viét téng
1+24+3+4 ... + rdudi hai dang:

Sp=1424+...+(n—-1)+n

Sp=n+m-1)+... +2+1

Chung ta thiy cdc sé nim trén mét hang doc cong lai bang n+1. Vi ¢6 tit ca n hang doc, ching ta
suy ra:
25, =n(n+1)

Va bay gid chi con phai chia cho 2 1a xong.
Tt cong thite 1.3.1 chiing ta c6 thé suy ra ngay dudc cong thitc tong quat ciia tong (n+1) sé hang
dau tién ctia cap sb cong:

(n+1)(2+nd)

P,=a+(a+d)+(a+2d)+ - -+ (a+nd) = 5 (1.3.4)
Thue vay,
1
Po=(n+Da+(1+2+... +n)d:(n+1)a+n(n;—)d
_2n+Da+nn+1)d  (n+1)+ (2a+ nd) (13.5)

2 2
Trong truong hgp a = 0, d = 1, hé thic sau cung nay tré thanh hé thic 1.3.1

1.3.3 Cép sb nhan.

Ciing c6 thé nghién citu cap s6 nhan (dudi dang tong quat) bang cich nhu trén. Chiing ta sé chiing
minh rang v6i moi n thi:

1— qn+1
Gn:a+aq+aq2+--'+aqnza17 (1.3.6)
—q
(chiing ta gid thiét ¢ # 1 vi néu khong, vé phai ctia 1.3.6 khong c6 nghia).
TAt nhién khing dinh ctia ching ta ding v6i n=1, vi trong trudéng hop nay thi:
a(l—¢*) _a(l+q¢)(1—q)
Gi=a+aq= = =a(l+gq 1.3.7
(1-4q) (1-4q) (1+9) (13.7)
va néu ching ta gid dinh rang:
1— qr—i-l
GT:a+aq+aq2+'--+aqT=a17 (1.3.8)
—q
thi suy ra ngay:
1— qr+1
Gri1=(a+tag+ag*+-- +aq")+ag™ =G, +agt! = a————+ ag™™!
—4q
1— r+1 r+1 1— 1— r+1 r+1 _ r+2 1— r42
_ o d e (A-q) _ 1-4"7 +4¢ ¢ _ 1-4q (13.9)

l1—q 1—g¢q 1—¢q

Ma dé 13 khing dinh 1.3.6 khi n = r+1. Chimg minh két thic.
Trong cac sach gido khoa ¢6 néu cach chiing minh khac. Ching ta dat:
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Nhan hai vé véi q:
qGn = aq+ aq® + ag® + -+ + ag" ! (1.3.11)
Trit 2 vé clia 2 ding thic trén:

G —qGn = a—ag"™,
(1-q)Gp =a(l—¢"™)

1— qn+1

Gn=a (1.3.12)

l—gq
1.3.4 Téng n binh phuong dau tién
Déi véi tong n binh phuong dau tién ching ta cé tng dung thi vi ciia nguyén 1y quy nap toan hoc.
Sau khi thit v6i mot s6 cac gia tri khong 16n cia n, ching ta thay:

nn+1)(2n+1)

P+22+3+- +n?= : :

(1.3.13)

Sau d6 chiing ta du doan céng thitc ding v6éi moi s6 nguyén duong n. Mudn khang dinh, ching ta ap
dung nguyén 1y quy nap toan hoc. Truéc hét chiing ta gia sit 1.3.13 ding v6i n = 1:

(r+1)(2r+1)

124224324 2=l 6 7

(1.3.14)

Sau khi thém vao hai vé (r + 1)2 ta dugc:

r(r+1)(2r+1)

12422432+ 424 (r+1) = + (r41)?

6
_rr+)@r+1)+6(r+1)°  (r+1)[r(2r +1) +6(r + 1)]
6 6
_ D)@+ T 4+6)  (r+1)(r+2)(2r +3)
6 6 ’

D6 14 khing dinh A1, vi né suy ra tir hé thitc 1.3.13 bing cch thay n bing r+1. Dé két thiic chimng
minh, ching ta can khing dinh A; ding, trong trudng hop nay:
1(1+DH(2+1
12 — 11+1)@2+1) (1.3.15)
6
Nhu vay, 1.3.13 ding véi moi n. Chiing ta c6 thé 4p dung cic phép quy nap tuong tu véi cac luy
thita cao hon, 1% + 28 + 3% + ... 4 n¥_ tdng quéat hon véi téng cc luy thita bac k nguyén duong tuy
Y. Ban doc ¢6 thé chiimg minh bang quy nap céng thitc sau:

n(n + 1)}2

13+23+33+~--+n3:[ 5

(1.3.16)

Dé két luan can luu ¥ rang, mic dit nguyén 1y quy nap toan hoc hoan toan da dé chimg minh cong

thitc 1.3.16 nhung chiing minh d6 khong néu ra duge nhiing chi dan quan trong nao dé dé di dén ban

[n(n +1) ] 2
2

chit cong thitc dé: tai sao du dodn téng cia n 14p phuong dau tién bing ma khong phai

n(n+1) 19n2 — 41n + 24
< > 3 2 3

de ap dung nhimg quy tac logic don gian nao dé dé chitng minh dinh ly khéng may may anh huéng
dén ngudn gbc ciia né 1a su lua chon trong mot tap hop vo han cic kha ning sinh ra. Van dé gia thiét
1.3.16 dugc dit ra nhu thé nao phuc thudc vao mét pham vi khong c¢é quy tic chung nao ci; & day
ngudi ching ta tién hanh phép thit nghiém, phép tuong tu va phép quy nap kién thiét. Néu nhu mot
gia thiét ding da dugce hinh thanh thi nguyén 1y quy nap todn hoc thudng 1 dt dé chimg minh dinh
ly. Nhung, vi bdn than chitng minh iy khong c6 4nh hudng gi dén con dudng phat hién thi tét hon
nén goi 1a mot su kiém tra lai.

v.v... Su lya chon 1a qué 16n! Van

2
1a mot biéu thitc nao khac nhu [ ] hoac
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1.3.5 Mot bat ding thitc quan trong
Trong chuong sau ching ta sé can dén bt ding thiec:
(1+p)">1+pn (1.3.17)

V6i moi p thod man diéu kién p > —1 va véi moi n nguyén duong (& day ching ta dut dodn p 14 s6 bat
ky 16n hon -1 tic 1a v6i cd p &m va khong nguyén. Chitng minh 1a nhu nhau, khéng phu thudce vao
p). Ching ta 4p dung quy nap toan hoc.

(a) Néu (1+p)” > 1+ p.r, thi nhan 2 vé véi s6 duong (14p), chiing ta duge:
A+p)r+1>1+pr+p+rp®>>1+pr+1) (1.3.18)
(do s6 hang rp? khéng 4&m) Két qua thu duge chiing t6 1.3.17 ding ca khi n = r+1.

(b) Hoan toan ré rang rang:
(1+p)' <1+4pl

G}éi han p > —1 la dé ddm béo néu (14p) duong vi néu (14-p) am thi khi nhan hai vé ctia bat
dang thttc v6i s6 am thi chiéu ctia né thay déi (vi du, v6i 3 > 2 thi khi nhan véi -1, chiing ta cé
-3 < -2).
1.3.6 Dinh Iy nhi thic

Thudng phai md ngodc mot luy thita bac n ctia nhi thitc dang (a + b)™. Phép tinh truc tiép cho:

en=1(a+bl=a+b

e n =2 (a+b?=ala+b)+bla+b)=a’+2ab+b?

e n=3: (a+0b)® = (a+b)(a+b)? = ala®+ 2ab+ b*) + b(a® + 2ab + b*) = a® + 3a%b + 3ab* + b3

e va cit nhu thé mai.

Nhung duéi cum tit “ctt nhu thé mai” c6 quy ludt chung nao khong? Ching ta phan tich qua trinh
tinh (a4 b)2. Vi (a +b)? = (a +b)(a +b) cho nén chiing ta thu dugc biéu thitc cho (a + b)? bang cich
nhan mdi sé hang ciia biéu thitc (a+b) véi a, sau d6 véi b rdi cong cic két qua lai. Cling 4p dung nhu
thé véi (a +b)3, (a4 b)*, ... Ching ta tinh dugc (a + b)" bang cdch nhan a rdi b v6i (a + b)"~! | sau
dé cong céc két qua lai. Ching ta c6 so do sau day:

a+bd =

AYAY
AYAYAY

(a+ )} @ + 3a’b + 3ab’

c/\~ o/\s o/\/\

(e + b= a‘ + 4ab + (Safb2 + 4ab’

(a + b)’

Hinh 1.5: So dd dinh 1§ nhi thitc

Gitp chiing ta phét hién quy ludt chung vé cAu tao cdc hé s6 trong phan tich (a + b)". Ta s& xay
dung mot so dd hinh tam gidc gdm céc s6 tu nhién bt dau tit cac hé s6 1,1 ctia nhi thitc a+b sao cho
mdi sb trong tam gidc 1 tong hai s6 ditng trén ching trong hang truéc (bén trai va bén phai). So do
nay da noi tiéng véi tén goi 1a tam gidc Pascal.
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n = 1

n=1 1 1

n= 1 2 1

n=23 1 3 3 1

n = 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==~6 1 6 15 20 15 6 1

Hinh 1.6: Tam gidc Pascal

Céc hé s6 trong phan tich (a 4 b)™ theo luy thita gidm ctia a va luy thita ting ctia b nim & dong
thtt n cia so dd nay. Ching han nhu:

(a+b)" =a” + 7a5b + 21a°b? + 350’V + 35436 4 21a2b° + Tab® 4 b7 (1.3.19)

Nho céc ky hiéu ¢6 dung chi sb trén va chi s6 dudi ngin gon, ching ta viét nhimg sb & dong tht n cia
ching tam gidc Pascal nhu sau:

Cy=1C7,C3,C8,...,Cr_1,Cr =1 (1.3.20)
Nhu vy céng thitc tong quét ctia phan tich (a 4 b)" c6 dang nhu sau:

(a+b)" =a" 4+ CTa" b+ CHa™" 2% + - + Clab™ L - b (1.3.21)
Theo quy luat co s cho cau tric ciia chiing tam gidc Pascal, chiing ta c6 hé thitc:

Cp=Cpt +Cp! (1.3.22)

Ban doc da c6 kinh nghiém 4p dung phuong phap quy nap todn hoc, c¢6 thé 4p dung nguyén ly dé (va
C¢ = C} =1) dé chting minh céng thiic tong quat:

n nn—1)n-2)...(n—i+1)  nl
o= 1.2.3...i Calln—i) (1.3.23)

V6i n duong thi ky hi¢u n! doc 14 “n giai thita” biéu thi tich cta n sé nguyén ducng dau tién:
n! = 1.2...n. Dé thuan tién, ching ta dinh nghia 0! = 1 dé coéng thitc 1.3.23 ¢ hiéu luc v6i k=0 va
k=n. Viéc suy ra cong thiic cdc hé sd clia phan thtc nhi thiic con c6 tén 1a dinh 1y vé nhi thitc.
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Bai tap:
Chting minh bang quy nap toan hoc
1 i—i-i%- + ! ==
1.2 23 nn+1) n+1
1 2 3 n n-+2
9. 4+ 4= 4 =9
2+22+23+ +2" 2n

o1 1= (n+1)¢" +ng"™

3. 1424342+ +ng"

(1—q)?
1 o 2n+1
4. (1+Q)(1 —I—q2)(1+q4)...(1+q2n) = ﬁ
Tim téng ctia chudi sau:
5 4ty 1
1422 (14 a22)? (14 a3)n
T x? z"

6. 1 e
+1+x2+(1+m2)2+ +(1+:1:3)"

2 2 2 2\ 2 2 2\ "
T4 — Tt — T —
T3 y2+ 2 y2 Tt 27y2
T+ y e +y ¢ +y

Dung 4. va 5. chttng minh:

2 _ (n+1)(2n+1)(2n + 3)
3

9. B4+33 4+ +2n+ 1> =m+122n+1)(2n* +4n +1)

8. 124+3*+.--+(2n+1)

1.3.7 NhSc lai thém vé nguyén 1y quy nap toan hoc.

Mot lan nita ching ta nhdn manh ring nguyén 1y quy nap todn hoc khéc hén v6i quy nap thuc
nghiém dung trong khoa hoc tu nhién. Sy thita nhdn mot quy luit chung cho mot sé hitu han cac
truong hop (du rang rat 16n) tuyét nhién khong phai 1a mot chimg minh theo y nghia toin hoc ngay
ca khi biét rang khéng c6 mot trudng hop ngoai 1é nao. Trong hoan canh d6 thi “khing dinh” hoc
“quy luat” duge xem nhu khong khac gi mot “gia thuyét” cta ly tri, c6 thé thay d6i di do két qua
ctia nhitng thi nghiém vé sau nay. Trong toan hoc, “quy luit” dudc coi nhu chitng minh khi va chi khi
né dude xem nhu hé qua logic tat yéu ctia nhitng tién dé dugc thita nhan 1a ding. C6 khéng it vi du
vé nhitng khang dinh toan hoc da dugc kiém ching va t6 ra dung dbéi véi tit ca diung dbi véi tat ca
nhiing trudng hgp riéng trude t6i nay, nhung dén gid van chua chting minh duge mot cach tong quat.
Néu mét dinh 1y duge khang dinh 13 ding véi mot s6 16n cac vi du thi vAn c6 thé nghi ngd su ding
dén cta né trong trudng hop téng quét, dé 1a co s§ ciia ¥ dinh chting minh né bang quy nap toan
hoc. Néu y dinh d6 thanh cong thi van dé ding hay sai cia dinh 1y, dude xdc nhan, néu ngudge lai van
dé ding hay sai ctia dinh 1y van chua duge gidi quyét, dinh 1y ¢6 thé dude chitng minh hodc bi bac bod
b6i mét trong nhitng phuong phép trong tuong lai.

Khi van dung nguyén ly quy nap toan hoc chiing ta nén thuong xuyén theo déi mét cidch than
trong céc gia thiét a) va b)céd thuce sy duge thue hién hay khong. Néu khong c6 thé dan dén vo 1y.

Chiing t6i dé nghi ban doc phat hién 16i sai trong nghich 1y sau: Chiing ta s& chitng minh hai sb
nguyén duong bat ky déu bang nhau:

Chiing ta bat dau tit dinh nghia: néu a va b 1a 2 s6 nguyén duong khong bang nhau thi ching ta
biéu thi max(a,b) 14 s6 16n hon trong 2 s6 d6; néu a=b thi max(a,b) = a = b. Chang han, max(3,5) =
max(5,3) , max(4,4) = 4. Ching ta ky hiéu An 13 khing dinh sau: “Néu a va b 13 2 s6 nguyén duong
sao cho max(a,b) = n thi a = b”
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(a) Gia thiét A, ding. Gid sit a va b 1a 2 s6 nguyén duong sao cho max(a,b) = r+1. Xét céc sb:

a=a—1
B=b—-1
suy ra max(q, ) = r. Trong trudng hgp nay, a = § vi A, ding. Nhung tir d6 suy ra a = b, tic

A1 dung.
(b) A di nhién ding vi néu max(a,b) = 1 thi mdi s6 a va b (theo gia thiét cdc sd nguyén duong)
phai bang 1.
Nhu vay, A, ding v6i moi n theo nguyén 1y quy nap toan hoc.
Bay gio, gid st a va b 1a 2 s6 nguyén duong bat ky, chiing ta dit max(a,b) = r. Da chitng minh
duge A,, dung v6i moi n, thi riéng A, cting ding. Do d6 a = b.
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1.4 MGé dau

Nhitng quan niém mé tin di doan va than bi dau tién vé cic sé nguyén dan dan bi phai md di,
nhung d6i véi cdc nha todn hoc thi su quan tdm dén cdc con sb khéng hé gidm bét. Nhu chiing ta
da biét, Euclid (khoang nam 300 trudc cong nguyén), ngudi ma vinh quang da duge xdc nhan qua
mot phan tap “The elements” clia 6ng danh cho cd s hinh hoc (trong nha trudng), da c6 nhitng phat
minh quan trong trong pham vi Iy thuyét sb, trong khi hinh hoc ctia 6ng, vé co ban chi 1a su tap
hgp clia nhitng két qua thu duge trude dé. Alexandre Diophante (275 trudc cong nguyén), mot trong
nhitng nha dai sé dau tién ciing dé lai cdc cong trinh vé 1 thuyét s6. Pierre de Fermat(1601- 1665)
séng ¢ Toulouse, lam lut su dong thoi 1 nha toin hoc ndi tiéng nhat thoi dé, da dit nén méng cho
nhitng phat minh dau tién vé 1y thuyét s6 hién dai. Euler (1707-1783), nha toan hoc c6 nhieu phat
minh tuyét voi nhat, thuong di sau vao 1y thuyét s6 trong cic cong trinh ctia minh. Ciing nén ké thém
nhiing tén tudi ndi tiéng khac trong toan hoc: Lagrange, Dirichlet, Riemann, Gauss. .. 1a nhitng nha
toan hoc noi tiéng nhat thdi can dai da chi ¥ dén nhiéu nganh toan hoc khéc nhau, da xac dinh duge
quan hé ctia minh véi 1y thuyét s qua cau néi: “Toan hoc 1a nit hoang ctia khoa hoc, 1y thuyét s6 13
n hoang cua toan hoc”.

1.5 S6 nguyén tb

1.5.1 Nhimg sy kién co ban

Nhi¢u khéng dinh trong pham vi Iy thuyét sb cling nhu trong toan hoc néi chung déu khong thuoce
vé cac su vat riéng biét ma thudc vé mot 16p cac su vat cé mot tinh chat nao dé, vi du nhu 16p cac sb
chan

2,4,6,8...
hay 16p cac s chia hét cho 3:

3,6,9,12...
hay 16p céc binh phuong ctlia s6 nguyén

1,4,9,16...

L6p céc sd nguyén t6 c6 vai tro ddc biét quan trong trong 1y thuyét sb. Rat nhiéu sé ¢6 thé phéan tich
thanh cdc thita s6 nhé hon: 10 = 2.5, 111 = 3.37, 144 = 2.2.2.2.3.3,... Nhiing s6 khong thé phan tich
duge nhu vay goi 1a s6 nguyén t6. Chinh xac hon, cac sb nguyén t6 1a sb nguyén p 16n hon 1 va khéng
c6 thita s6 duong nao khéc 1a 1 va chinh né (s6 a 1a thita s6 hodc wéc s6 clia b néu c6 mot sd nguyén c
sao cho b = ac). Céc s6 2,3,5,7,11,... dudc goi 1 cic s6 nguyén t6, cdc s6 khong nguyén td khac 0 va
1 goi 14 hop sb. Y nghia ciia 16p cdc sb nguyén t6 1a mdi s6 déu c6 thé viét dusi dang tich clia cic sd
nguyén t6: néu mdi sé cho trude khong nguyén t6 thi ching ta cé thé lién tiép phan tich né thanh thira
s6 cho dén khi moi thita sé déu nguyén t6, ching han 360 = 3.120 = 3.20.4 = 3.3.10.2.2 = 23.32.5. S6
khong nguyén t6 khac 0 va 1 dude goi 1a hgp sb.

Mot trong cdc cau hdi dau tién nay ra khi nghién ctu 16p céc sd nguyén to: chi c6 mot s6 hitu han
hay c6 vo han cac s6 nguyén t6 khac nhau tuong tu nhu 16p céc s6 nguyén ma né la mot bd phan.
Cau tra 15i nhu sau: ¢6 vo han sb nguyén t6.

Chimg minh sy ton tai tdp hgp v han s6 nguyén t6 do Euclid néu ra 13 dién hinh ctia mot 1ap
luan toan hoc. Co s6 clia né 13 “phuong phép gidn tiép” (chitng minh phan chitmg, dan dén su vo 1y).
Chtng ta gid thiét ménh dé dang xét 1a sai. Diéu dé cé nghia 1a chi ton tai mot sb hitu han cac sb

15
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nguyén t6, mic dit ¢6 thé ¢é rat nhidu, mot ti chéng han. Ching ta gia sit s6 luong do 13 n. Goi tap
tat ca cac s6 nguyen t6 14 p1, pa, . . ., pn. Moi s6 khac 1a hgp s6 va chia hét cho it nhat mdt trong cac sd
nguyén to p1,pa, ..., pn. Biy git ching ta sé xay dung mot s6 A khéc véi tat ca céc sd nay va khong
chia hét cho bat ki s nao trong sb chiing. D6 la:

A=pip2...pn+1

S6 nay 16n hon tat ca cac sd p1,p2, ..., pn nén né 1a hgp s6, va khi chia cho céc s6 nay déu cé sb6 du
14 1 nén khong chia hét cho bat ki s6 nguyén t6 nao. Diéu d6 dan dén mau thuan, nhu vy gid thiét
1 sai. Suy ra cai déi 14p v6i né 14 ding. Dinh ly duge chitng minh.

Du rang chiing minh ¢ tinh chit “gian tiép”, nhung it nhit ciing dan dén, vé mit 1y thuyét
mot phuong phap xay dung dung vo han céc sé nguyén td. Gia sit bat dau tir sé nguyén té nao do,
nhu p; = 2, ching ta sé tim dugc sé6 nguyén td py, pa, ..., p, nita. Sau dé ching ta lai tim dudc sb
A =pi1.p2...pps1 12 nguyén t6 khic véi nhitng s6 tim duge. Vi mot thita sé6 nhu vy bao gis ciing cb
thé tim duge (bang thit truc tiép), cho nén rit cuc chiing ta luén tim duge it nhat mot s6 nguyén tb
mbi ppy1; clt tiép tuc qua trinh d6, ching ta thiy day s6 nguyén t6, ma ching ta cé thé xay dung
dugce thue su, khong cé sd tan ciing.

Bai tap:

1. Xay dung mot tap sb nguyén td diua trén ciu tric trén. Bit dau véi p; = 2 va pp = 3.

Néu mot sé nao d6 duge biéu thi dudi dang tich cic thita sd nguyén t6 thi nhitng thita s6 dé tat
nhién c6 thé sip xép theo mét thit tu thich hop ndo dé. Khi phan tich cdc s6 thanh thita s6 nguyén
t6, ching ta nhanh chéng di t6i két luan rang su phan tich mot s N bat ky thanh thita s6 nguyén 6
14 duy nhat néu khong ké dén thit tu: mdi s6 tu nhién N 16n hon 1 chi c6 thé phan tich thanh thita sb
nguyén t6 mot cadch duy nhat. Khing dinh niy c6 vé hién nhién dén ndi ngudi khong cé chuyén mon
vé toan hoc da c6 y dinh bac bo su can thiét phai chimg minh né. Ménh dé dang xét khong phai tam
thuong, mac du chtmg minh ctia n6 hoan toan so cAp nhung sé doi héi nhitng 1dp luan khé té nhi.
Chitng minh c6 dién ctia “dinh 1y co ban vé s6 hoc” do Euclid néu ra dua trén thuat toan (algorithm)
tim uGc s6 chung 16n nhat ctia 2 sb. 0 day ching ta sé dan ra chiing minh méi ngén hon chiing minh
ctia Euclid mot chit va ¢6 tinh chit suy dién hon. N6 cling 1a mot dién hinh ctia 1ap ludn “gian tiép”.
Chiing ta sé gia thiét rang c6 mot s6 nao d6 cé thé phan tich thanh thita sé nguyén t6 bang 2 phuong
phép khac hin nhau, gia thiét nay sé¢ dan dén mau thuin. Su nay sinh méau thuin chimg t6 ring gia
thiét ve su ton tai mot sd ¢6 2 phéan tich khac nhau 1a khong cé can ctt; tit d6 chiing ta két luan viéc
phan tich cdc s6 thanh thita s nguyén t6 cé tinh duy nhat.

Néu c¢6 nhimng s6 c6 2 phan tich thita s6 nguyén t6 khac han nhau thi tit c6 sé nguyén nhoé nhét:

m=pip2...Pn = q142 - - - Gn (1.5.1)
trong d6 p va q biéu thi cdc s6 nguyén t6. Vi thé gia thiét rang:
PLSP2< " SPn,1 S @< <(n
Luu ¥ rang p; khéc ¢; vi néu khong thi khi chia ddng thiic 1.5.1 cho thita sé nguyén t6 chung,
chiing ta s& duge mot s6 nhé hon m c¢6 2 phan tich thita s6 khéc hin nhau, diéu nay mau thuan véi

gid thiét m 13 s6 nhdé nhat cé tinh chat nay. Do dé, hoiic p1 < q1 hay p1 > q1. Gid st p1 < 1 (néu
p1 > q1) thi trong 14p ludn chi can thay vi trf ctia chit s6 p va q cho nhau. Ching ta xét sb nguyén:

m' =m— (p1q1q2 . . . qs) (1.5.2)
Thay m béi hai biéu thiic ctia né trong déng thic 1.5.1, ta cé thé viét s6 m’ dudi hai dang:

m =pip2...pn— D112 - - - Gs
=pi(P2---Pn — Q1G2 - - - qs) (1.5.3)
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m =q1q92...4n — P1491G2 - - - q4s
= (@1 —p1)ngz---qs (1.5.4)

T 1.5.4 suy ra m’ 1a s6 duong vi p; < ¢, tit 1.5.2 suy ra m’ < m. Do d6 m/ phai phan tich dugc
thanh thita s6 mot cdch duy nhit (khong ké thit tu cic thita s6). Tt 1.5.3 ching ta thdy thém ring
p1 1a thita s6 ciia m’ ; nghia lam trong trudng hop nay thi tir 1.5.4 ¢6 thé két luan p; 13 thita s6 cla
q1 — p1, hodc clia q2g3 . . . qn. (DPiéu nay dude suy ra tit sy duy nhat clia phan tich m/ thanh thita s6
nguyén t6). Nhung diéu sau la khong thé duge vi moi qi déu 16n hon py. Vi thé pr phai 1 thita s6 ciia
q1 — p1, tic 1a g1 — p1 chia hét cho py. Néi cach khic, c6 mot sb6 h

q1 —p1 = p1.h hoac ¢ = p1(h+1)

diéu nay c6 nghia ¢; chia hét cho pi, trai gid thiét ql 1a s6 nguyén t6. Mau thudn ma ching ta di t6i
chitng t6 su khong ding ctia gia thiét néu ra dau tién. Chimg minh dinh Iy co ban vé s6 hoc két thiic
G day.

Sau day la mot hé qua quan trong ctia dinh 1y co ban. Néu s6 nguyén t6 p 1a thita sb ciia tich ab
thi n6 phai 1a thita s6 clia a hodac b. Thuc vay, néu p khong phai 1 thira sb ciia ca a va b thi phan
tich ctia ab khong chita thita s6 p. Mat khac, do gid thiét p 1a thita sb ctia ab thi c6 mdt sb nguyén t
sao cho

ab = pt

Béi thé, khi nhan p v6i phan tich thita s6 nguyén té ciia t, chiing ta duge phan tich thita sé nguyén
td ctia ab ¢ chita p. Cho nén chiing ta di dén thita nhdn c6 2 phan tich thita s6 nguyén t6 khac nhau
ctia s6 ab, diéu nay mau thuan véi dinh 1y co ban.

Vi du: néu chiing ta xdc nhan dugc 2652 chia hét cho 13 va 2652 = 6.442 thi c¢6 thé két luan 442
chia hét cho 13. Mat khéc, 240 chia hét cho 6 va 240 = 15.16 nhung ca 15 va 16 déu khong chia hét
cho 6. Diéu do chitng té gid thiét p 1a sd nguyén td trong dinh 1y co ban. 6 khong phai 1a s6 nguyén
t6 nhung 13 13 13 mot s6 nguyén to.

1.5.2 Su phan b cac sé nguyén tb

C6 thé 1ap bang liét ké tat ca cic sd nguyén t6 khong vudt qua mot sé6 N cho trude bang cach sau
day. Viét cac s6 tu nhién tit 2 dén N theo thit tu, sau dé xo4 tat ci cac sd 1a boi ciia 2 (trit 2), roi
dén céc s6 14 bdi ctia 3 ... cho dén khi xo4 hét tat ca cdc hop s6. Qué trinh d6 ndi tiéng véi tén goi
“sang Eratosthenes” cho phép giit lai tat cd cic sd nguyén t6. Pén nay ching ta da lap dudc nhimng
bang s6 nguyén t6 cho dén 10000000 do cai tién phuong phép nay. Nhitng bang nay cho ching ta tai
liéu thue nghiém phong phiit nhat dé nghién cttu su phan bd va céc tinh chat ctia s6 nguyén t6. Dua
trén cac bang d6, ching ta cé thé néu mot loat cic gia thiét cé Iy dén ndi duong nhu 1y thuyét s 1a
mdt khoa hoc thie nghiém. Viéc chiig minh nhitng gid thuyét dé thudng rat kho.

a. Céc cong thitc cho sé nguyén td
Ngudi ching ta da c6 nhiéu ¢ gang tim nhitng coéng thitc cho ra céc s6 nguyén td, di rang khong
yéu cau phai cho tat ci cic s nguyén t6. Fermat da cho ring (khong khang dinh) tit ca cic sb c6
dang:
F(n)=2" 41

14 s6 nguyén t6. That vay, v6i n =1,2,3,4 ching ta dudc:

« F(1)=22 4+1=5

(
« F2)=22 +1=2441=17
e« F(3)=2% +1=28+1=257
e F(4)=22"+1=216+1= 65537
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13 s6 nguyén t6. Nhung dén nam 1732, Euler da phan tich duge F(5) = 22" 41 = 6.416.700.417, nén
F(5) khong 1a s6 nguyén t6. Sau ndy, chiing ta con phéat hién dugc nhiéu hgp sé khéc trong “cic sb
Fermat” d6. Do nhitng khé khan khéng vugt qua dude cé lien quan véi cac phép thit truc tiép ma
nhiéu phuong phap 1y thuyét sb sau sic da duge hinh thanh. Sau day 1a mot biéu thitc don gidn va
déng chi ¥ khéc cling cho duge nhiéu s6 nguyén to:

f(n) =n?—n+41

Vé6in =1,2,...,40 thi f(n) 13 s6 nguyén t6; nhung v6i n = 41 thi f(41) = 412 khong 1a s6 nguyén t6.
Biéu thitc: n? — 79n + 1601

cho céc s6 nguyén t6 cho dén n=79, khi n = 80 chiing ta dudc hop s6. Tém lai, ching ta c6 thé néi

viéc tim kiém céc cong thitc so cip cho ra céc nguyén td 1a udng cong vo ich.

b. S6 nguyén tb trong cic cip sb cong

Néu chitng minh ctia van dé trong day s6 tu nhién 1,2,3,4,... c¢6 vo sd s6 nguyén td 1a hoan toan cé
tinh chat so cap thi viéc lam nhu thé dbi véi nhitng day s6 nhu 1,4,7,10,13,... hoac 3, 7, 11, 15, 19...
hoiic néi chung ddi véi mot cap sd cong bat ky a, a +d, a + 2d, ..., a + nd, ... (véi a va d khong
c6 thita sb chung) gap khé khian 16n. Moi sut quan sat chi khing dinh mét su kién 14 trong mot cip
s6 nhu thé c6 vo s6 s6 nguyén tb ciing nhu trong mét cip s6 cong don gian 1,2,3,... da cé nhiéu cb
gang 16n lao dé chiing minh dinh 1y téng quat nay. Lejeune Dirichlet (1805-1859) 1a mét nha toan hoc
ciia thé ky 19 da di dén két qua. Trong khi chimg minh 6ng da 4p dung nhitng phuong tién hoan hio
clia giai tich todn hoc thoi d6. Nhitng cong trinh néi tiéng ctia 6ng trong pham vi nay van 13 tuyét
dinh ddi v6i ca thoi nay. Mot tram nim da qua nhung van khong thé don gidn hod chting minh ciia
Dirichlet dé nhitmg ngudi chua ndm vimg day di cong cu gidi tich todn hoc va 1y thuyét s6 cé thé hiéu
dugc.

0 day, ching ta khong c6 ¥ dinh chting minh dinh 1j tdng quét ciia Dirichlet ma chi giéi han trong
mot bai todn dé hon: md rong chitng minh ciia Euclid vé su ton tai clia vo s6 s6 nguyén td sao cho
né bao gom duge mot cp sb6 dic biét nhu 4n+3 hay 6n+5 ching han. Ching ta xét cip sd thtt nhat.
Trudc hét, ching ta luu ¥ rang moi s6 nguyén 16n hon 2 déu phai 1& (néu khong thi né chia hét cho
2 do d6 c¢6 dang 4n+1 hay 4n+3 (v6i n nguyén). Tich clia cic s6 dang 4n+1 cling 1a mot s6 c6 dang
nhu thé béi vi:

(4da+1)(4b+1) = 16ab+4a+4b+ 1 =4(4dab+a+b) +1 (1.5.5)

Bay gio ching ta thit rang chi c6 mot s6 hitu han sé nguyén t6 dang 4n+3, chiing ta biéu thi ching
14 p1,p2, ..., pn VA xét sO:

N =4(p1p2...pn) — 1 =4(p1p2-..pn — 1) +3

Ho#c N nguyén t6, hodc phan tich dude thanh tich cic s6 nguyén td, nhung trong phan tich d6
khong thé cé thita sd nao 1a mot trong cac sé pi1, pa, . .. pn , béi vi nhitng sd nhu thé chia cho N du -1.

Béy gid ching ta luu ¥ rang moi thita s6 ¢6 trong N khong thé c6 dang 4n+1 béi ban than N khong
c6 dang d6 ma tich céc sé c6 dang 4n+1 1a nhitng sb ciing c6 dang nhu thé. Nhu thé thi it nhat mot
thita s6 c6 trong N phai ¢6 dang 4n+3. Diéu nay cé thé xay ra vi khong cé s6 p nao la thita sd ciia
N va tat ci cac s6 nguyén t6 c¢6 dang 4n+3 da dudc sit dung hét, din dén mau thuan. Vay sb cac sd
nguyén t6 nhu thé 1a vo han.

c. Pinh 1y vé sy phan bd céc sé nguyén td

Trong cic cong trinh nghién citu cé lién quan dén ludt phan bé cdc s6 nguyén t6 thi bude quyét
dinh chi dat dugc khi nha toan hoc tit bé ¥ dinh vo ich di tim céng thitc todn hoc so cap cho tat ci
cic s6 nguyén td hodc tim con s6 chinh xdc cac s6 nguyén t6 c6 trong n sd tu nhién dau tién ma tap
trung cht y vao su phan bd trung binh cic s6 nguyén tb trong cic s6 tit nhién. V6i mdi s6 nguyén n,
chiing ta biéu thi s6 cdc s6 nguyén td tit 1 dén n 1a A,,. Néu chiing ta ching tach trong cc s6 dau
tién ctia day s6 tu nhién: 12345678910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 nhitng s6 nguyén tb thi ching
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ta dém dugc ngay mot loat cac gié tri An:

AL =0, Ay — 1, Ay — Ay = 2, As = Ag = 3,
A7 = Ag = Ag = A1 =4,A11 = A2 =5,
Az =Au = A15=A156=6,A17 = A1g =7,A19 =8, ...

Bay gio chiing ta ldy mot day gié tri n bat ky ting vo han, vi du:
n =10,10%,10%,10%, ...,

Khi d6 diy gia tri A, tuong tng A1, A%y, A3y, Ay, - .., cling s& ting vo han (tuy c¢6 chdm hon). Thue

vdy, tdp hdp s6 nguyén t6 1a vo han, cho nén gi4 tri An sém hay muon sé tré nén lén hon mot sb bat

ky cho truée. “Mat d6” phan bé cac sd nguyén t6 trong n s6 nguyén dau tién ctia day sb6 tu nhién
A . . ~

dugc cho béi ty 16 —~. Nhd bang sé nguyén td ching ta tinh dude mot cich dé dang céc gid tri véi n
n

du 16n:

n ‘ Ap/n
10° | 0,168
106 | 0,078498
10° | 0,050847478

Dong cudi cling ciia bang trén cho chiing ta xac suat dé lay ra tit 109 s6 tu nhién dau tién 1a s6 nguyén
t6; tir 107 lua chon, c6 AJ, s6 nguyén té. Sy phan bd cic sb nguyén t6 riéng biét ¢ tinh chat rat
khong déu. Nhung su khong déu dé sé bién mat néu chiing ta chd ¥ dén su phan bd “trung binh” titc
14 tim biéu thitc ctia né trong bién thién cia ty sb Tn Qui luat don gidn ma sy bién thién cta ti s6
nay phai tudn theo can dugc liét vao trong sd nhitng phat minh ndi tiéng nhat trong toan bd co s6
toan hoc. Mudn phat biéu dinh 1y vé su phan bd cic sb nguyén td trude hét can giai thich “logarithm
tu nhién” clia n 14 gi. Mubn thé ching ta liy 2 truc vudng géc véi nhau trén mit phing va xét quy
tich nhitng diém trén miit phang c6 tich cic khoang cich x v y dén 2 truc bing don vi. Véi ngdn ngit
toa do thi quy tich d6 1a mét hyperbol dang xy = 1. Ching ta dinh nghia In(x) (hinh 1.7) 1a dién tich
ctia hinh giéi han béi hyperbol va 2 dudng thing vuéng géc ¢ = 1 vi z = n (logarith va tinh chat
ctia n6 sé duge xét ky hon trong chuong VIII). Hoan toan ngau nhién ma théng qua viéc nghién citu

bang s6 nguyén td, Gauss da thiy ti s — gan bang m va d6 chinh xéc sé tang khi n tang. Can
n n(n
A 1 o
cit vao gid tri clia ti s6 — : m, khi n = 1000, 1000000, 1000000000 trong béng sau day de thay su
n In(n

xap xi d6 1 c6 thé chap nhan dugce:

n | A,/n 1/In(n) An ln(ln)
10° | 0.168 0.145 1.159
108 | 0.078498 0.072382 1.084
109 | 0.050847478 | 0.048254942 | 1.053
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yﬂ////////////////
1

n

Hinh 1.7: Dién tich mién c¢6 gach & dusi hypebol xac dinh ham s6 In(n)

2 2 2 S 7 A 7z S
Duta trén tinh hién nhién thic nghiém kiéu d6, Gauss da phat biéu rang ti s6 — xap xi bang 1/In(n).
n
Y nghia cta khﬁng dinh nay nhu sau: néu ching ta liy mot day cdc gid tri n cang ngay cang 16n,
, LA
chang han 10,10%,103,10%,... (nhu da lam & trén) thi ti s6 — : ——
n In(n)
tré nén cang gan bang 1, titc 1a khodng cach gitta ti s6 nay véi 1 sé nhdé bao nhiéu ciing dude mién 13
. s . A 1

n du 16n. Mot hé thitc kieu d6 dude ky hiéu bang “~*“ biéu thiic —= ~ c6 nghia 13 == :
n  In(n) n  In(n)
dan tién dén 1 khi n ting. Viéc khong thay dau ~ bang dau (=) thong thudng 1a ro rang vi A, luén

, P01 v6i nhing gia tri ctia n, sé

. n X
ludn la so6 nguyeén, trong khi dé m thi khong nguyén. Ching ta khong thé khong ngac nhién truée
n(n
van dé su phan bd céc s6 nguyén t6 duge mo ta rat t6t bang ham sb logarit, béi vi & day cé su két
hop chat ché giita 2 khai niém toan hoc khong cé lién quan dén nhau.

Du rang khong c6 khé khin dang ké dé nim duge nodi dung ménh dé Gauss néu lén, song & thoi
Gauss thi viéc chttng minh chat ché vé mit toan hoc ménh dé d6 lai vugt ra ngoai kha ning ctia mot
nha khoa hoc todn hoc. Mudn chitng minh dinh 1y vé sy phan bd céc sé nguyén t6 - mot dinh 1y
néi ve cac khai niém todn hoc so cap nhat - da phai dung dén nhiing phuong phap cé hiéu luc nhat
clia todn hoc hién dai. Phai gan 100 nam sau, khi ma giai tich da phét trién vi Hadamard (1896) &
Paris va Vallé-Poussin (1896) mdi chitng minh dugce dinh 1y vé sut phan bd cac s6 nguyén t6. Sau dé
Mangoldt va E.Landau da don gian hoa di va cé nhitng b6 sung quan trong. Trudéc Hadamard da lau,
trong tac pham ndi tiéng ctia minh vé dudng 16i chién lude ciia nhitng cudc tan cong sap t6i, Riemann
(1828 — 1866) da c6 mdt bude tién quan trong trong pham vi néi trén. Gan day nha todn hoc My
Norbert Wiener da thay déi chimg minh dé khong phai 4p dung s6 phitc trong nhitng khau chii yéu
cta cdc 1ap ludn dan ra. Tuy nhién, chimg minh vAn con rat phitc tap déi v6i nhitng ngudi méi bt
dau lam toan. Ching ta sé& quay lai chii dé ndy mot lan nita.

d. Con hai bai toan vé sd nguyén té chua dudgc giai

Trong khi vin dé phan bd cic s6 nguyén té (“trung binh”) da giai dap xong thi sy ding dan ciia
mot loat cac giad thuyét khac hoan toan hién nhién d6i véi thuc nghiém van chua duge chtmg minh.

Truée hét; gid thuyét noi tiéng ciia Goldbach thudc loai d6. Goldbach (1960 - 1764) khong dé lai
mot cong trinh nao trong lich sit toan hoc: dng chi néi tiéng vé bai todn ma ong néu trong bitc thu
gtii cho Euler nam 1942. Ong luwu ¥ dén mot su kién 14 bao gid ciing ¢6 thé biéu thi mot s6 chan bat
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ky (ngoai s6 2 1a s6 nguyén t6) dudi dang tong ciia hai s6 nguyén t6. Thi du:

4=2+2,
6=3+3,
8=5+3,
10="5+5,
12=5+7,
14="7+7,
16 = 13 + 3,
18 =11+7,
20=13+7,...
48 =29 + 19, ...

100 =97+ 3 v.v...

Goldbach héi rang liéu cé thé chting minh didu d6 dbi véi moi sé chin hodic c6 thé chi ra mét thi
du béc b gia thuyét dé hay khong. Euler da khong gidi ddp dudc, sau nay ciing chua c6 ai giai dap
duge. Tinh hién nhién vé mit thuc nghiém clia gia thuyét Goldbach 13 hoan toan tin cdy dude qua
phép thit. Nguon gbc ciia nhitng khé khan & day 1a & chd khai niém sé nguyén t6 duge dinh nghia qua
thudt ngit nhan, trong khi d6 thi bai todn dé cip dén phép cong. Cach diy khong lau thi viéc chimg
minh gid thuyét ctia Goldbach con 13 mot bai toan rat hiém héc. Ngay nay thi tinh hinh da khong
con nhu thé nita. Trong nam 1931, nha todn hoc Nga tré tudi noi tiéng thsi bay gid Schnirelmann
(1905 — 1938) da dat dugc mot két qua dang ké bat ngd va ky la d6i v6i moi chuyén gia vé van dé nay.
Ong da chimg minh dugc rang moi sé nguyén duong déu c6 thé viét dusi dang tong ctia khong qué
300’000 s6 nguyén t6. Dau rang hai két qua nay c6 phan nao tinh chat khéi hai (so v6i muc dich chimg
minh gid thuyét Golbakh dé ra ban dau) nhung né 1a budc dau trén con dudng phai di. Chitng minh
ctia Schnirelmann 14 truc tiép va mang tinh chat kién thiét, du rang né khong bado ddm mot phuong
phép thuc tién dé biéu thi mot s6 nguyén tiy ¥ dudi dang téng cic sd6 nguyén td. Sau ndy, nha toan
hoc Nga Vinogradoff} ap dung cac dung cac phuong phép cta Hardy, Littlewood va clia ngudi cong tac
vi dai ctia ho ngudi An D6 Ramanuoan da gidm cac sé hang tit 300’000 xubng 4. Diéu nay da rat gan
v6i 161 gidi bai toan ctia Goldbach. Nhung gitta céc két qua ctia Schnirelmann va ctia Vinogradoff c6
st khéc nhau rat ro rét, con rd hon 1a su khéc biét gita cac s6 300°000 va 4. Pinh 1§ ctia Vinogradoff
da dugc chitng minh chi ddi v6i moi s6 “da 16n”; néi chinh xdc hon thi Vinogradoff da xac nhan su
ton tai mot s6 N dé cho moi s6 nguyén n > N ¢ thé biéu thi dusi dang téng ctia bdn s6 nguyén to.
Phuong phép ciia Vinogradoff khong cho phidn dodn gi vé dai lugng N. Trai ngudgc v6i phuong phap
ctia Schnirelmann, né thuc sy “gidn tiép” va khong kién thiét. Vinogradoff da chimg minh nhu sau:
néu gia thit rang c6 mot tap hgp vo han sé khong biéu thi duge dusi dang téng ctia bén (hodc it hon)
s6 nguyén to thi c6 thé di dén mau thuan. 0 day, ching ta ¢c6 mot thi du tuyét dep chitng t6 su khac
biét sdu sac gitta hai kiéu chting minh truc tiép va gian tiép 3.

Bai toan thtt hai con thd vi hon bai toan ctia Goldbach, cho dén nay chua ai di gan t6i 10i giai ctia
n6 ca. Ngudi ching ta dé ¥ thiy khong it nhiing cip s6 nguyén t6 dang p va p+2. Chang han 3 va 5,

3Két qua co ban ctia Vinogradoff (1937) x4c nhan sy ton tai s& tu nhién N sao cho moi s6 18 n > N dugc biéu thi
duéi dang téng ciia ba sb nguyén t6:

n=pi+p2+ps (1.5.6)

Di nhién, tit d6 c6 thé suy ra rang moi sé tu nhién n > N + 2 c¢6 thé biéu thi dusi dang tdng ctia bbn s6 nguyén té.
Két qué clia Vinogradoff vé céc s6 1& da két thic (khong thé gidm sb céc s6 hang (3 s6 hang) trong phat biéu ctia né.
Dbi véi cac s6 chin thi, tit biéu thic cia ching dudi dang 1.5.6 suy ra dudc ngay tinh biéu dién dudc clia moi s6 chin

n>3 1a rat c6 1y, nhung bai todn chitng minh né 1a cuc ky khé va vugt qua kha ning ciia cic nha todn hoc. Nam 1939,
41,96

K. G. Borozdkin da xod bd tinh vé hiéu ctia dinh 1y Vinogradoff. Ong chi ra ring moi s6 16 n > C = €° biéu dién
duge dudi dang 1.5.6. Nam 1956, 6ng da gidm su dénh gid dé dén C = e, Tht nhién, sy gidm hing sé C t6i nhitng gi6i
han cho phép giai dap gia thuyét vé tinh biu dién dugc dusi dang 1.5.6 ciia céc s6 18 n,0 > n > C, tic 14 v6i moi s6 1é
n>6 duge thuc hién nhd kiém tra bing tinh todn truc tiép.
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11 va 13, 29 va 31 v.v... Gid thuyét vé su ton tai mot tdp hop vo han nhitng "ké ldng giéng'nhu vay
xem ra Tat c¢6 ly, nhung cho dén nay chua c6 ai di gan dén chitng minh ctia né ca.

1.6 Su doéng du

1.6.1 Khai niém chung

Ma4i lan phai néi dén tinh chia hét ctia cac s6 nguyén cho mot s6 nhat dinh nao dé thi moi lap
ludn sé tré nén don gian va sang ré hon néu ching ta dung quan hé dong du do Gauss dua ra cing
v6i nhitng k¥ hiéu tuong tng. Dé dua khéi niém dong du vao chiing ta hay xét cic s6 du ¢ dude khi
chia nhitng s6 khéc nhau cho 5 ching han. Ching ta c6:

0=0:-5+0 7=1-54+2 —-1=-1-5+4+4
1=0-5+1 8=1-5+3 —-2=-1-543

2=0-54+2 9=0:-5+4 —-3=-1-5+42
3=0:-543 10=2-540 —-4=-1-5+4+1
4=0-54+4 11=2-5+1 —-5=-1-5+0
5=1-540 12=2-54+42 —-6=-2-5+4
6=1-5+1 V.V ... V.V ...

Ching ta dé y rang s6 du trong phép chia cho 5 chi ¢é thé 14 mét trong céc s6 0, 1, 2, 3, 4. Ching
ta néi rang hai s6 a va b dong du theo modulo 5 néu chiing c¢6 cting mot sé du khi chia chiing cho 5.
Chéng han céc sb6 2, 7, 12, 17, 22, ..., -3, -8, -13, -18,... 1a dong du theo modulo 5 béi vi khi chia
cho 5 chiing déu cho du 2. Téng quét, ching ta néi rang hai s6 a va b ddng du theo modulo d (d 1&
mot s6 nguyén nao dé) néu khi chia cho d ching cho cting mét s6 du, hay néi cach khac, néu cé6 mot
s6 nguyén n thi a - b = nd. Thi du, 27 va 15 dong du theo modulo 4 béi vi

27=6.4+3, 15=3.4+3.

Déi véi quan hé dong du chiing ta dua vao ki hiéu cho né: néu a va b dong du theo modulo d thi ra
viét
a="b (mod d)

. [Néu a khéng dong du véi b theo modulo d thi ching ta viét: Z (mod d)].

Néu da r6 13 modulo nao thi ching ta c6 thé bdé “mod d” di.

Su dong du thudng duge gap trong doi sdng sinh hoat hang ngay. Thi du, kim gid chi thdi gian
theo modulo 12, dong ho 6 t6 ghi quang dudng di dugce theo modulo 100’000 (hai 1y hodc km).

Trude khi xét ki hon phép dong du va cac tinh chit, dé nghi ban doc kiém tra lai xem céc ménh
dé sau day c6 tuong duong khong:

1. a dong du véi b theo modulo d.
2. a = b + nd, n nguyén.
3. a - b chia hét cho d.

Ky hiéu ctia phép dong du do Gauss dua ra nham nhin manh mot su kién 14 dong du thic c6
nhiéu tinh chit ctia cdc ddng thitc thong thudng. Ching ta nhéc lai nhitng tinh chat do:

1. Ludn luon c6 a = a
2. Nbua=bthib=a

3. NNua=bvab=cthia=c.
Ngoai ra néu a = a’ va b = b’, thi

4. a+b=a +b
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5 a-b=a -b
6. ab = a’b’

Nhitng tinh chit nay duge bao toan néu quan hé bang nhau a = b dugce thay thé bing quan hé
dong dut @ = b (mod d). Tirc la:

(a) Ludn ludén c6 a = a (mod d).
(b) Néu a =b (mod d) thi b = a (mod d).

(c) Néua=b (mod d) va b= c (mod d) thi a = ¢ (mod d).
(Ban doc hay thtt lai xem! - diéu nay khong kho)
Ciing vay, néu a = @’ (mod d) va b =¥ (mod d) thi:

(d) a+b=d +b (mod d)
(e) a—b=d -V (mod d)
(f) ab=a't/ (mod d).
Cho nén ching ta c6 thé cong, trit va nhan cidc dong du thitc theo ciing mdt modulo. Thuc vy, tir:
a=d +rd, b=V +sd
suy ra:

at+b=d+V+(r+s)d
a—b=ad -V +(r—s)d
ab=d't/ + (a's +V'r + rsd)d

nhitng dang thitc ndy sé dan dén cic két luan can thiét. Phép dong du cing thita nhan mot biéu dién
hinh hoc tuyét diéu. Néu ching ta mubn cho cic sd nguyén mot biéu dién hinh hoc thi chiing ta chon
mot doan thing c6 do dai don vi roi diit nhing doan 13 bdi ctia don vi vé ca hai phia. Nhu thé, mbi
s6 nguyén c6 mot diém tuong ting trén dudng thang - truc s6 (hinh 1.8).

Nhung, néu ching ta xét cic s6 nguyén theo mot modulo d cho trude thi hai s dong du duge xem
nhu khong c6 gi phan biét vi ching cho ciing mot s6 du trong phép chia cho d. Mubn biéu dién bang
hinh hoc nhimg diéu trén ching ta chia mét duong tron thanh d phan bing nhau. Moi sé nguyén khi
chia cho d cho s6 du 14 mot trong cdc s6 0, 1,2 ..., d -1 : nhitng sb nay dudc phan bd trén dudng tron
v6i nhitng khoéng bang nhau. Méi s6 déu dong du v6i mot trong céc sd néi trén theo modulo d, do
dé sé duge biéu dién bdi diém tuong tng; hai s6 14 ddng du néu ching duge dién béi ciing mot diém.
Truong hop d = 6 dude biéu thi trén hinh 1.9. Mit dong ho ciing c¢6 thé coi 13 mét mo6 hinh nhu thé.

R 2 2 - B
0

Ll 4
UVE 2
w

Hinh 1.8: Biéu dién hinh hoc ciia s6 nguyén
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0-@““0-
"NO"O"

Hinh 1.9: Biéu dién hinh hoc céc s6 nguyén theo modulo 6

Dé lam thi du cho viéc 4p dung tinh chit nhan ctia phép dong du (tinh chat (f)), ching ta sé xéc
dinh du trong phép chia céc liiy thita lién tiép ctia 10 cho cing mét s6. Vi 10 = -1 + 11 cho nén

10 = —1 (mod 11)
Nhan nhiéu lan déng du thitc d6 véi nhau chiing ta dugc:

102 = (=1)(=1) =1 (mod 11)
10° = —1 (mod 11)
10* =1 (mod 11)

V...

Mot s6 nguyén viét trong hé thap phan cé dang:

Z =ag+a1.10 + a2.10° + ... + a,.10"
Thay céc 10" bang cic s6 du ciia n6 khi chia cho 11, ching ta dudc:
t=a9g—ai+ay—...
Thuec vay, ching ta c6
Z —t=a1.11 4 ax(10*> = 1) + az(10> + 1) + a4(10* — 1) + ...

Vi moi biéu thitc 11,102 — 1,102 +1,... dong du véi 0 theo modulo 11 nén Z- t ciing ddng du véi
0, vi thé khi chia cho 11 thi Z va t c6 cing dong du. Néi riéng, mdt s chia hét cho 11, ttic 13 s6 du 0
khi chia cho 11, khi va chi khi tong céc chit sb ciia né v6i dau xen ké chia hét cho 11. Thi duy, 6 z =
3162819 chia hét cho 11 vi3 -1+ 6-2 + 8 -1 4+ 9 = 22 chia hét cho 11. Cing bang cich nhu viy

thi viéc tim qui tac chia hét cho 3 hodc cho 9 con don gidn hon béi vi 10" = 1 (mod 3 va 9), cho nén
10" — 1 (mod 3 va 9) v6i moi n. Do d9,
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7 chia hét cho 3 va cho 9 khi va chi khi téng céc chit s6 clia né
S=a;+as+as... +ay

chia hét cho 3 va cho 9.
Néu 14y modulo 13 7 thi chiing ta co:

10=3, 10°=2, 10°=-1, 10*=-3, 10°=-2, 10=1...
Nhiing s6 du tiép theo duge lip lai. Vi thé Z chia hét cho 7 khi va chi khi biéu thitc
R =ag+ 3a1 4+ 2a2 — a3 — 3a4 — 2a5 + ag + 3a7 + ...

chia hét cho 7.

Bai tap:

1. Tim quy ludt tuong tu cho tinh chia hét cho 13

Khi ching ta cong va nhan cic dong du thitc theo mot modulo nhit dinh, ching han d = 5, muén
cho céc s6 khong qué 16n, cé thé thay sb da cho bang mdt trong céc sb

0,1,2,3,4

dong du v6i né. Thi du, khi tinh tdng va tich theo modulo 5 clia nhitng s6 khéc nhau chi can ding
bang cong va bang nhan sau day:

a+b a-b
b = 0 1 2 3 4 b = 0 1 2 3 4
a=0 01 2 3 4 a=0 0 00 0O
1 1 2 3 4 0 1 01 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 5 1 2 3 4 0 4 3 2 1

Qua bang thit hai ching ta thiy rang tich ab dong du v6i 0 theo modulo 5 khi va chi khi a hodc b= 0
(mod 5). Piéu nay ggi chiing ta suy nghi vé sy ton tai dinh luat téng quat sau:

ab =0 (mod d) chi khi a = 0 hodc b =0 (mod d). (1.6.1)

14 sy mé rong tinh chat ctia phép nhan thong thudng rat quen biét ab = 0 chi khi a = 0 hoac b = 0.
Luét 1.6.1 chi ding véi dieu kién modulo d 1 sb nguyén t6. Thuc vy, dong du thitc

ab =0 (mod d)

c6 nghia 13 ab chia hét cho d, ma ching ta da biét rang tich ab chia hét cho s6 nguyén t6 d khi va chi
khi mot trong cic thita sb a hodic b chia hét cho d ttc 1a néu:

a =0 (mod d) hodgc b =0 (mod d)

Mt khéc, dinh ludt sé khong con ding khi d 1a hgp s6; lic d6 c6 thé viét d = r.s trong d6 ca hai
thita s6 r va s nho hon d va
r Z 0 (mod d),

s Z0 (mod d)
Nhung rs = d =0 (mod d).
Thi du, 2 #Z 0 (mod 6) va 3 # 0 (mod 6), nhung 2-3 =6 =0 (mod 6).
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Bai tap:
1. Chitng minh luit sau, véi mdt modulo nguyén té ching ta co:

ab=abvaa#0, thib=c.

2. S6 nao gitta 0 va 6 1a dong du véi tich 11.18.2322.13.19 modulo 7.

3. S6 nao gitta 0 va 12 1a dong du véi tich 3.7.11.17.19.23.29.113 modulo 13.

4. S6 nao gitta 0 va 4 1a ddng du véi tong 14+ 2+ 22 + ... + 213 modulo 5.

1.6.2 Dinh ly Fermat

Trong thé ky 17, Fermat ngudi sang 1ap 1y thuyét sé hién dai da phat hién mot dinh Iy cuce ky quan
trong. Néu p 1a s6 nguyén t6 khong chia hét s6 nguyén a thi

a?~! =1 (mod p)

N6i cach khéc, lay thira bac (p - 1) ctia a chia cho p du 1.

Mot s6 tinh todn ma ching ta da thuc hién & trén da xéc nhan dinh 1y nay: ching han ching ta
thay rang 10 = 1 (mod 7); 102 = 1 (mod 3) va 10'3 = 1 (mod 13). Ciing vdy dé dang thit lai rang
212 =1 (mod 13) va 5! = 1 (mod 11). Dé kiém tra ching ta khong can tinh liiy thita bac cao clia céc
s6 da cho, chi can dung tinh chadt nhan ciia cic dong du thitc:

22 =16=3
2 -16=9=-4

50=3.4=12=1
Dé chimg minh dinh 1y Fermat ching ta hay xét céc sb 1a boi clia a:
m1 = a,mg = 2a,m3 = 3a,...my—1 = (p—1)a.

Khéng c6 bat ky hai sb nao trong dé c6 thé dong du véi nhau theo modulo p, néu khéng p phai la
wdc clia hieu m, —ms = (r - s)a, trong d6 r va s 1a cip s6 nguyén nam trong gii han 1 < r < s < (p—1).
Nhung tit dinh luat 1.6.1, ching ta thiy rang diéu d6 khong thé xay ra: vi r - s nhé hon p, nén r -
s khong chia hét cho p; mat khéc, theo gia thiét p khéng chia hét a. Hon nita, ching ta thiy khong
mot s6 m nao dong du véi 0 cd (¥ phan trén 1a khong c6 hai s6 nao chia cho p ma ciing du = céc s6
du phai khac nhau ching ta ¢6 ¥ phan sau). Tt d6 suy ra cic s6 mq,ma,...my_1 tuong ting dong du
v6icacs6 1,2, ..., p- 1 (c6 thé sap xép theo cach khac). Pidu d6 dan dén:

mima...my_1 =1.2.3...(p—1)a? 1 =1.23...(p — 1) (mod p)
hodc dé cho gon: dat K = 1.2.3...(p — 1), chiing ta cé
K(a?~!' —1) =0 (mod p).

S6 K khéng chia hét cho p vi khong c6 thita sb nao chia hét cho p; nghia 1a theo dinh ludt 1.6.1 thi
(aP~! — 1) phai chia hét cho p hay
a?~' —1=0 (mod p).

b6 la dinh 1y Fermat
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Chiing ta thit lai dinh 1y nay mot 1lan nita. Ching ta lay p = 23 va a = 5. Nhu vdy theo modulo 23
thi 52 =2,5* =458 =16 = —7,5'6 = 49 = 3,520 = 12,522 = 24 = 1. Néu ching ta liy a = 4 thay
cho 5 thi theo modulo 23, chiing ta sé c6 42 = 7,43 = —28 = 5,4 = —20=3,48 =94 = 45 =
1,4%2 = 1. Trong thi du a = 4, p = 23 (ciing nhu trong nhiéu thi du khéac), can chii ¥ rang khong
nhiitng chi liy thita bac (p - 1) ma ca Iy thita bac thap hon nita ctia a cling da dong du véi don vi.
Trong thi du ctia ching ta thi liiy thita nhé nhéat dé 1a 11, 1a wée s6 cta p - 1.

Bai tap:

1. Tuong ty nhu trén, tinh:

26 =1 (mod 17);
P2=-1 (mod 17);
=1 (mod 29);
ol =1 (mod 29);
41 =1 (mod 29);
514 =1 (mod 29).

2. Kiém tra dinh 1y Fermat cho p = 5, 7, 11, 17 v& 23 véi cac gia tri khac nhau ciia a.

3. Chitng minh dinh 1y téng quat sau:
S6 duong e nhd nhat, sao cho a® =1 (mod p), phai 1a uéc cia p - 1.
(Ggi §: chia p - 1 cho e, duge
p—1=ke+r,

§ day 0 < r < e, va st dung thém a?~! = a® =1 (mod p)).

1.6.3 Thang du binh phuong

Trd lai céc thi du minh hoa dinh 1y Fermat , chiing ta thay khéng chi a?~! = 1 (mod p) ding, ma
(vi gid thiét p 1a nguyén t6 khéc 2, tic 1a p 1& va c6 dang p = 2p’ + 1)ap/ = aP~1/2 =1 (mod p) ciing
ding. Tinh hinh d6 lam nay sinh mot loat gid thiét thi vi. Pinh 1y ¢ thé viét dudi dang sau:

A" t—1=a" —1=(a" —1)(@” +1) =0 (mod p)

Vi mot tich s6 chi chia hét cho p khi mot trong céc thita s6 chia hét cho p, nghia 1A mot trong cac
s6 a? —1 hoiic a” ™! phai chia hét cho p, cho nén véi moi sé nguyén té p > 2 va v6i moi a khong chia
hét cho p tat phai cé:

aP~ /2 =1 hogc a®1/? = —1(mod p)

Ngay tit lic phat sinh 1y thuyét sé hién dai, cidc nha todn hoc da bi thu hit vao viée gidi quyét van
dé: v6i nhitng sb6 a nao thi dong du thitc thit nhat ding, v6i nhitng s6 a nao thi dong du thic thit hai
ding? Ching ta gia thit rang a dong du mod p v6i binh phuong ciia mot s6 x nao dé:

a = 2% (mod p)

Suy ra, a?~1/2 = zP~1 c4i ma theo dinh 1y Fermat dong du véi 1. S6 a (khéng phai 1a boi ciia p)
dong du véi binh phuong ciia mot s6 nao dé nhu thé dude goi 1a du binh phuong clia p; ngudc lai,
mot s6 b khong phai 1 boi clia p khong dong du véi mot binh phuong nao theo modulo p duge goi 1a
phi thing du binh phuong ctia p. Ching ta vita thiy rang moi thing du binh phuong a ctia sé p thoa
méan dong du thiic a?~1/2 =1 (mod p). Khé thdy rang moi phi thing du b ciia s6 p théa man dong
du thite bp —1)/2 = —1 (mod p). Hon nita, chiing ta sé chitg minh ring (vé sau nay) rang trong cic
s61,2,3,...,p-1cé (p-1)/2 1a thing du binh phuong va phi thang du binh phuong.

Tuy dua vao céch tinh truc tiép ching ta da cé thé thu thap duge mot sd khong it cac dit kién
thuc nghiém, nhung viéc phat hién ra nhitng qui luidt chung chi phdéi cdch phan bé cic thang du
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binh phuong khéng phai dé&. Mot tinh chit sdu sic dau tién cia hai thing du d6 da duge Legendre
(1752 — 1833) phat hién; sau may Gauss goi né 1a dinh luat d6i ngdu. Dinh ludt d6 néi vé quan hé
tuong hd gitta hai s6 nguyén té p va q khéc nhau. N6 nhu sau: q 1 thing du binh phuong ctia p khi
va chi khi p 13 thing du cfia q, kém theo tich (%) : (‘12;1) 14 chin. Newge lai, néu 1é, thi tinh hinh
da thay ddi hén: p 13 thing du binh phuong clia q khi va chi khi q 13 phi thing du ctia p. Mot trong
nhitng thanh tuu tit thai tré cia Gauss, la dua ra chitng minh mot cach chat ché cho dinh ly dang chia
¥y nay, cai ma mot thoi gian dai da thit thach cidc nha toan hoc. Chitng minh clia Gauss hoan toan
khong thé coi 1a tam thudng, dén ngdy nay thi viéc chtimg minh dinh ludt déi ngau van con la mot
cong viee dang ké, dau ring mot sé 16n chimg minh khéc da dude cong bd. Y nghia thue su cia dinh
ludt déi ngdu dén thoi gian gan day méi duge phét hién - né cé lién quan dén su phat trién maéi nhat
ctia 1y thuyét dai sé vé sb hoc.

Dé lam thi du minh hoa cho sit phan b ciia cac thing du binh phuong, chiing ta chon p = 7. Thi:

02=0,12=1,22=4,32=2,42=2.5°=4,6>=1

va vi céc binh phuong tiép theo lip lai day d6, cho nén thang du binh phuong ciia 7 1 cdc s6 dong
du véi 1, 2 va 4, con céc phi thing du 14 nhitng s6 dong du véi 3, 5 va 6. Tong quat thi cdc thing du
binh phuong clia p gom céc sb dong du véi cac s6 12,22 ..., (p — 1)2. Nhung nhing sb nay ting cip
dong du véi nhau vi:

22 = (p—2z)? (mod p) (thi du 22 = 5% (mod 7))

Thuc vay, (p — )% = p? — 2pr + 22 = 2% (mod p). Nghia 14 mot nita cac s6 1, 2, ..., p - 1 thiang
du binh phuong ctia p, con nita kia 1a cdc phi thang du. Mudn cho mét minh hoa ciia dinh luat d6i
ngau, ching ta dit p = 5, ¢ = 11. Vi 11 = 12 (mod 5), cho nén 11 1 du binh phuong theo modulo
5, va vi tich % . 112—_1 14 chén cho nén theo dinh luat déi ludt d6i ngau thi 5 cling phai l1a thiang du
binh phuong theo modulo 11; thuc véy, ching ta thay rang 5 = 42 (mod 11). Mt khéc, ching ta dit
p = 7, q = 11. Lic nay tich % . 112_1 13 1, 11 1a thing du theo modulo 7 (vi 11 = 22 (modulo 7),
con 7 la phi thang du theo modulo 11.

1.6.4 S& Pythagoras va dinh 1y Fermat 16n

Dinh 1y Pitago cé lién quan dén mot van dé thi vi trong 1y thuyét s6. Dinh 1y d6, nhu da biét dugc
biéu thi mét cich dai sb bang ding thec:

a? =b* + ¢ (1.6.2)

trong dé a va b 1a do dai cdc canh géc vuong, ¢ 1a do dai canh huyén. VAn dé tim tat ca cic ching
tam gidc vudng, ma cic canh cia ching dude biéu thi bing cdc s nguyén tuong duong véi van deé
tim tat cd cdc nghiém nguyén (a, b, ¢) clia phuong trinh 1.6.2. M&i b ba sb nguyén (a, b, ¢) théa
man phuong trinh dé c6 tén la bd ba Pitago.

C6 thé tim moi bo ba Pitago mot cach kha don gidn. Gia thit cic sb nguyén a, b, ¢ 1ap thanh mot
bd ba Pitago, ttc 1a c6 hé thitc a? + b?c?. Pé cho gon ching ta dit S =u, b — y. Nhu thé x va y la

C

cac s6 hitu ty sao cho 22 +y? = 1. Tt d6 suy ra: y> = (1 —2)(1 + ) hoic (1190) = (1;6). Gia tri chung

ctia hai ti s6 nay 1a sb t, s6 nay c6 thé biéu thi nhu ti s6 ctia hai sb nguyén u/v. Ching ta cé thé viét

y=t(l+z)va(l—2x)=ty (1.6.3)
hoac:
tr —y=—-t, x+ty=1 (1.6.4)
Tt hé phuong trinh nay suy ra ngay rang:

1—¢2 2

TtV Tiye

(1.6.5)
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Thé ¢ va 2 vio chd ciia x vi y va thay % vao chd clia t ta c6:

a vE—u? b 2uv

¢ w2t c uwl+o? (1.6.6)

T do suy ra:
a=(v?—u?)r
b= (2uv)r (1.6.7)

c= (u® 4+ v*)r

trong d6 r 14 mot thita s6 hitu ti nao dé. Nhu vAy, néu céc sb (a, b, ¢) 14p thanh mot bd ba Pitago thi
ching tuong tmg ty 1& véi cic s6 c6 dang v? — u?, 2uv, u? 4+ v2. Déo lai, dé dang thit lai rang moi bo
ba s6 (a, b, ¢) dugc xdc dinh béi cac dzing thitc ¢6 dang 1.6.7 s€ 1ap thanh bd ba Pitago bdi vi tur cac
dang thitc 1.6.7 ching ta suy ra:

a® = (u* — 2uv? + vt)r?
v = (4uv?)r?

¢ = (u* + 2uv? + vt)r?

do d6 ma a? + b? = ¢?

Két qua nay cé thé don gidn di mot chit. Tit mot bo ba Pitago nao dé (a, b, ¢) suy ra dé dang
mot tap hop vo han cic bd ba Pitago khéc (sa, sb, sc) véi moi sé nguyén duong s. Ching han, tit
(3,4,5) ching ta duge (6,8,10),(9,12,15) v.v... Nhing bd ba nhu viy khong khic nhau co ban vi
chiing tuong @ng véi nhitng chiing tam gidc dong dang. Ching ta quy udc ndi vé bo ba Pitago nguyén
thity néu céc sb a, b v ¢ khong c6 thita s6 chung. C6 thé chiing minh rang céc cong thitc:

a=v2—u?
b= 2uv
c:u2+v2

trong d6 u va v 1a nhitng s6 nguyén duong bat ky (v > u) khong c6 thita sé chung va khong dong thoi
ciing 1é sé& cho chiing ta tat ca cic bd ba Pitago nguyén thiy.
Day 1a nhitng thi du vé bo ba Pitago nguyén thiiy:

v=2u=1:(3,4,5),
v=4,u=3:(7,24,25),
v=3u=2:(512,13),
v=10,u=7:(51,140,149) v.v...

Trong khi nghién cttu nhitng sé Pitago thi tat nhién nay ra vin dé vé kha nang md rong sau day
ctia bai todn. Cé thé tim duge nhiing s6 nguyén duong a, b, ¢ thda man phuong trinh a? + v = 2
hodc phuong trinh a* 4 b* = ¢*, hoiic tong quat, phuong trinh:

a + bt =c" (1.6.8)

trong dé n 1a s6 nguyén 16n hon 2 hay khéng? Bang con dudng tu bién Fermat da cho cau giai dap.
Fermat da nghién citu céng trinh ctia Diophantus - nha toan hoc néi tiéng thdi ¢é nghién ctu vé 1y
thuyét s6 - va c6 théi quen ghi chii trén 1é sdch. Mic du éng khéng c¢é ¥ dinh dan ra ¢ d6 chitng minh
ctia nhiéu dinh 1y ma 6ng da dé xuat - tat ca nhitng dinh 1y iy sau nay da dudc chitng minh dan -
chi trit mot trudng hop ngoai 16 rat dic biét. Nhan van dé s6 Pitago, Fermat da ghi chi rang phuong
trinh 1.6.8 khong giai duge trong pham vi s6 nguyén néu n > 2, nhung vi chitng minh ma éng tim
duge qué dai nén khong thé ghi vao 1& cudn sich dé dugc.

Chua cé ai va chua bao gié chimg minh dusi dang téng quat hodic bac bd khing dinh nay cia
Fermat mac du ¢6 su ¢b gang clia nhiéu nha toan hoc 16n. Pinh 1 da duge chiing minh cho rat nhiéu
gi4 tri ctia n, néi riéng d6i véi n < 619, nhung chua phai d6i véi moi gia tri c6 thé duge ctia n; dong
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thoi cling chuta ¢6 ai néu ra duge mot thi du nao dé bac bo dinh 1y. Tuy dinh 1y nay ban than né khong
c6 ¥ nghia 16n vé mit todn hoc, nhung y dinh chitng minh né da 14 nguon gbc clia nhiéu cong trinh
nghién cttu quan trong nhat trong pham vi 1y thuyét s6. Bai toan da gdy nén su quan tAm rong rai,
mét phan 1 nhd gidi thuéng 100.000 méc tang cho ngusi dau tién giai dude nd, nhat 1a gidi thudng
nay lai duge Vién han lam Gottingen trao ting. Hang nim van cé mot s6 16n “bai gidi” cé sai lam
dudc gt t6i cho dén khi giai thudng nay khéng con gié tri bang tién do nan lam phat sau chién thing
& nude Diic. Ngay cé nhitng chuyén gia toan hoc ciing nhiéu lan voi va cong b6 nhitng chitng minh ma
sau d6 da bi bac bod vi phat hién ra nhitmg so hé rat tam thudng. Bai toan ciia Fermat bi 1ing xubng
mot it tir khi gidm gid ddng mac. Tuy nhién bdo chi vAn luén luén loan tin rang 15i gidi bai toan da
duge mot “thién tai” mdéi xuat hién nao dé tim ra.

1.7 Thuat toan Euclid

1.7.1 Ly thuyét tong quéat

Ban doc da lam quen v6i qué trinh thong thudng ciia phép chia “kéo dai” mdt s6 nguyén a cho
mot s6 nguyén khac b va biét rang c6 thé kéo dai qué trinh cho dén khi s6 du chua nhé hon sb chia.
Thi du, néu a = 648 va b = 7 thi chiing ta dugc thuong s6 q = 92 va sb dur = 4.

648 | 7

63 |92

18 | 648 =7-92+4
14

4

Nhéan van dé nay ching ta cé thé phéat biéu mot dinh 1y tong quét sau day: néu a va b 1a nhitng sb
nguyén trong dé b khac 0 thi bao gid ciing c6 mot s6 nguyén q sao cho:

a=bg+r (1.7.1)
trong d6 r 14 mot s6 nguyén thod méan bat ding thic 0 < r < b.
Chiing ta sé chtmg minh dinh 1y nay mét cach ddc 1ap vdi qui trinh ctia phép chia kéo dai. Chi can
luu ¥ rang s6 a 1a boi ciia s6 b
a = bq (1.7.2)
hodic ndm giita hai boi lién tiép cta b:
bg<a<blg+1)=bg+bd (1.7.3)

Trong trudng hop thit nhat, dang 1.7.1 ding véi r = 0. Trong trudng hop thit hai thi tit bat ding thic
thit nhat ching ta suy ra:

a—bg=r>0 (1.7.4)
va tit bt ding thitc thi hai thi:

a—bg=r<b (1.7.5)
vi vy 0 < r < b, nhu yéu cau ctia dinh 1y 1.7.1

Tt dé ching ta c6 thé rit ra mot s6 16n cac hé qua quan trong khic nhau. Hé qui th nhat 1a
phuong phép dé tim udc sé chung 16n nhat ciia hai sé nguyén.
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Gia st a va b 13 hai s6 nguyén nao d6 khong dong thai bang 0. Ching ta xét tap hop cic s6 nguyén
duong 13 u6e sb clia ci a va b. TAt nhién tap hop nay hitu han vi, néu a # 0 ching han, thi mot sb
nao d6 16n hon a khong thé 1a udc sb ciia a. Tt d6 suy ra sb cic wde sb6 chung ctia a va b 13 hitu han;
gid thit d 1 s6 16n nhat trong nhitng sé d6. S6 d dugce goi 1a udc sb chung 16n nhat cia a va b, chiing
ta viét 14 d = (a,b). Chang han, néu a = 8,b = 12 thi phép thit truc tiép chiing té ring (8,12) = 4;
néu a = 5,b = 9 thi ciing bang cch thit nhu vy ching ta duge (5,9) = 1. Néu a va b 1a nhing s6
kha 16n chang han a = 1804,b = 328 thi viéc thit truc tiép dé tim uéc s6 chung 16n nhit sé rat vat
va. Mot phuong phap ngan gon hon va hoan toan c¢é hiéu Iuc 1 thudt toin Euclid (thudt toén 14 moi
phuong phép tinh da dudc hé théng héa). N6 dua trén sy kién 1a tir hé thitc c¢6 dang

a=bq+r (1.7.6)
suy ra dugc:
(a,b) = (b, 1) (1.7.7)
V6i bat ki s6 u 1a udc s6 clia ca a va b:
a=su, b=tu
ciing 1a u6c s6 ciar vi r = a — bg = su — qtu = (s — qt)u, va ddo lai, mot s 1a uc sb chung ctia b va

I
b=sv, r=tv

ciing 14 u6c s6 clia a vi a = bqg + 1 = s'vg + t'v = (s'q + t')v. Nghia 1a mdi wéc sé6 chung ciia a va b
dong thai 14 uéc sé chung ctia b va r va ngudc lai. Néu tap hgp céc ude s6 chung clia a va b trung véi
tap hop céc udc sb6 chung ctia b va r thi 16 rang uéc s6 chung 16n nhat ciia a va b phai trung véi uée
s6 chung 16n nht ctia b va r. Diéu nay duge bidu thi béi ding thiic 1.7.7. Bay gid ching ta sé thiy ro
ich Igi cta su kién via duge xac nhan.

Mubn vy, ching ta trd lai thi du tim wéc sé chung 16n nhat clia cac sé 1803 va 328. Phép chia
théng thudng:

o

328 | 1804
1640

164

dua ching ta két luan rang:
1804 = 5.328 4+ 164

Twu 1.7.7 suy ra:
(1804, 328) = (328, 164)

Chiing ta dé ¥ rang bai toan tinh uc s6 chung 16n nhat ctia (1804, 328) dugc thay thé bang mot bai
toan tuong tu nhung véi nhitng s6 nhoé hon. Cé thé kéo dai qué trinh dé. Vi:

2
164 | 328
328
0
cho nén:
328 = 2.164 + 0,
vi thé:

(328,164) = (164,0) = 164.
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Nghia la:
(1804, 328) = (328,164) = (164,0) = 164.
Qué trinh tim udc s6 chung 16n nhat cta hai sé duge dua ra duéi dang hinh hoc trong quyén “the
Elements” ciia Euclid. Chiing ta sé mo ta tong quat qui trinh d6 dudi dang s6 hoc véi cic sé nguyén
tliy v a va b khéng dong thsi bang 0.
Gia thiét b # 0, vi (a, 0) = a. Phép chia lién tiép dan ching ta dén diy chuyén dang thitc:

a=bq +r (0<T’1<b)

a=Tigy + 7o <0<7“2<b)
a = Toq3 + 13 (O<T3<b)
a=7r3qy+ 1y (0<T4<b)

Phép chia dugce tiép tuc cho dén khi mot s6 du bat ky trong cac s6 du rl, r2, r3, ... bang 0. Khi xem
x6t céc bat ding thitc viét & bén phai, ching ta thdy rang cic sb du lién tiép tim duoe 1ap thanh mot
day cac s6 duong gidm dan

b<rli<r2<r3<rd... <0 (1.7.8)

Ro rang 1 sau nhiéu nhat 1a b budc (nhung thudng it hon nhiéu vi hiéu s6 gifta cdc r ke nhau thudng
16n hon don vi), s6 du bang 0 phai xuat hién:

Tn72:rn_1'Qn+Tn

Tn—1= TnGn+1 + 0
Néu thé ching ta c6 thé két ludn rang

(a,b) = 1.

Néi céch khéc, uéc s6 chung 1én nhat (a,b) bang sé du cudi ciing trong day 1.7.8. Diéu nay duge suy
ra tit sy 4p dung c6 1ip lai ding thic 1.7.7 vio hé thic 1.7.1. Thuc vay, tit nhitng hé thitc d6 suy ra:

(a,b) = (b,r1),(b,r1) = (r1,7r2), (r1,7m2) = (12,73), (12, 73) = (r3,74),- -, (Th=1,7n) = (1,0) =7y

Bai tap:

1. Dung thuét toan Euclid tim uéc chung 16n nhat ciia cic cip so:

(187,77), (105, 385), (245, 193)

Tt céc dang thic 1.7.1 ching ta c¢6 thé rit ra mot tinh chit cuc ky quan trong ctia ude sb chung
16n nhat (a,b): Néu d=(a,b) thi c6 thé tim dugc nhitng s6 duong hogc am k va 1 sao cho

d=ka+1b (1.7.9)
Dé khing dinh diéu nay, ching ta hiy xét cdc sb du lién tiép 1.7.8. C4i thit nhit trong cdc ddng thic

1.7.1 cho ching ta:
rr=a—qb

nhu vay 1 ¢6 thé viét dusi dang k1a + [1b (trong trudng hop nay thi ky = 1, I; = —q;). Tt ddng thitc
tiép theo, chiing ta cé:

ro =b—qor1 = b — qa(k1a + 110) = (—q2k1)a + (1 — q2l1)b = kea + I2b
TAt nhién c¢6 thé 4p dung 1ap ludn nhu vay dbi véi moi s6 du 73,74, .. .., cho dén khi di t6i biéu thiic

ma chiing ta muén tim :
rn = k.a+1.b

Thi du, ching ta hiy xét thuit toan Euclid trong viéc tim (61,24); u6c chung 16n nhat 1a 1:
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1. 61 = 2.24 + 13,
2. 24 = 1.13 + 11,
3. 13 = 1.11 + 2,
4. 11 =52+ 1,
5.2=21+0

Dang thtic thit nhat trong sé nay cho:
13=61—-2.24

Dang thtc thit hai cho:
11=24—13=24— (61 —2.24) = —61 + 3.24
Ding thtc thit ba cho:
2=13—11= (61 —2.24) — (=61 + 3.23) = 2.61 — 5.24
Va cubi ciing dang thic thi tu cho:

1=11-52=(—61+3.24) — 5(2.61 — 5.24) = —11.61 + 28.24

1.7.2 Ap dung vao dinh 1y cd ban ciia sd hoc

Su kién d = (a, b) bao gid cling cé thé viét dudi dang d = ka-+1b, cho phép chiing ta dua ra méot
chting minh ctia dinh 1y s6 hoc cd ban, khéc véi chiing minh da trinh bay & trén. Pau tién ching ta
chitng minh mét hé qua lam bd dé sau d6 ching ta sé suy ra dinh 1. Bay gio thi cach suy nghi ngudc
lai so véi trudc.

B dé: néu tich ab chia hét cho sé nguyén t6 p thi hodc a hoiic b chia hét cho p.

Néu a khong chia hét cho p, nhu thé (a,p) = 1 vi p chi ¢6 hai wéc s6 14 p va 1. Trong trudng hop
nay c6 thé tim duge nhitng s6 nguyén k va 1 sao cho:

l=ka+Ip
Nhén ca hai vé clia ding thic véi b, ching ta dugc:
b= kab + Ipb

vi ab chia hét cho p, nén c6 thé viét :
ab = pr
nén
b= kpr + Ipb = p(kr + 1b)

va 16 rang rang b chia hét cho p. B&i vdy, ching ta khiang dinh ring néu ab chia hét cho p ma a khéng
chia hét cho p thi b s& phai chia hét cho p; nghia la trong moi trudng hop hodc a hodc b chia hét cho
p néu ab chia hét cho p. Su md rong cho trudng hop tich ciia ba hay nhiéu thita sé khong c6 khé khan
gl. Thi du, néu abc chia hét cho p thi 4p dung hai 1an bé dé ching ta két ludn dude it nhat mot trong
ba thita sb a, b, ¢ chia hét cho p.

T két qud vita thu duge suy ra ngay dinh 1y co ban ciia s6 hoc. Gia thit ¢6 hai phan tich thanh
thita s6 nguyén t6 ctia s6 nguyén N:

N =pip2-..pr = q1q2. - qs
Vi p1 14 uée sb clia vé trai ddng thitc, cho nén né phai 1a uée sb cia vé phai, tic 1a wée sb clia mot
trong céc thita sé ¢,. Nhung g, 14 s6 nguyén t6, viy p; phai bang ¢i. Sau khi chia déng thiic cho thita
s6 chung p; = ¢, thi ciing bang cach nhu trén ching ta thiy rang thita s6 ps bang mot ¢; nao dé. Rut
gon cho py = ¢; 16i tiép tuc chuyén sang thita s6 ps ... Cudi ciing, tat ca cic thita s6 duge rit gon hét
va vé trai chi con lai s6 1. Nhu vAy céc s6 p va q bang nhau ting déi khong ké thit tu, titc hai phan
tich 1a dong nhat.
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1.7.3 Ham sb Euler ¢. M6t 1an nita néi vé dinh 1y Fermat

Ching ta néi rang hai sb nguyén a va b 1a nguyén t6 ciing nhau néu wéc s6 chung 16n nhéat ciia
chting bang 1:
(a,b) =1

Thi du, cic s6 24 va 35 nguyén t6 cting nhau, nhung cac s6 12 va 18 khéng nguyén t6 cting nhau.
Néu a va b 13 cic s6 nguyén t6 cuing nhau thi ¢6 thé chon dugc cac sd k va 1 sao cho :

ka+1b=1

Diéu ndy dudc suy ra tit tinh chat ctia (a,b) & phan trén.

Bai tap:

1. Chitng minh dinh ly: Néu s6 nguyén r 1a wéc s6 clia tich ab va a va r nguyén t cting nhau, thi
r phéi 1a uéc s6 ctia b. (Ggi ¥: néu r nguyén t6 cing vdi a thi tim duge s6 k va 1 sao cho

ka+1lr=1

nhan c& hai vé ciia phuong trinh véi b.) Pinh 1y nay duge bao gom trong bé dé trén nhu mot
truong hgp dac biét.

Gid st n 1a s6 nguyén duong tiy ¥, goi ¢(n) 1a sb nhitng s6 nguyén t6 ciing nhau véi n trong pham
vi tit 1 dén n. Biéu thitc ¢(n) do Euler dua ra dau tién 1a mot ham s6 rat quan trong trong ly thuyét
s6. D& dang tinh dugc gia tri p(n) dbi véi mdt s6 gid tri dau tién cta n:

p(l)=1 vi 1 nguyén t6 cting nhau véi 1
p(2)=1 vi 1 nguyén t6 cting nhau véi 2
v(3)=2 vi 1 va 2 nguyén t6 cung nhau véi 3
p(4) =2 vi 1 va 3 nguyén t6 cing nhau véi 4
p(b)=14 vi 1, 2, 3, 4 nguyén té cing nhau véi 5
p(6) =2 vi 1, 5 nguyén tb cting nhau véi 6
e(7) =6 vil, 2,3, 4,5, 6 nguyén t6 cing nhau véi 7
w(8)=14 vi 1, 3, 5, 7 nguyén t ciing nhau véi 8
»(9) =6 vil, 2,3,4,5,7, 8 nguyén té ciing nhau véi 9
»(10) =4 vil, 3, 7,9 nguyén té cling nhau véi 10
X))

Chiing ta dé ¥ thay rang ¢(p) = p — 1 néu p la sb nguyén t6; thuc vay sb p khong cé uée sé nio
ngoai 1 va p, cho nén moi s6 1, 2, ..., p - 1 1a nguyén t6 cing nhau véi p. Néu n 14 hgp s6 ma phan
tich thanh thira s6 nguyén t6 c6 dang:

al 02

n=piipy?...per (1.7.10)

trong d6 cac s6 p biéu thi cic thita s6 nguyén t6 khac nhau dude nang 1én mot liy thita ndo d6 thi:

go(n):n(l—pll> <1—]912) <1—plr> (L7.11)

Chéng han, tir phan tich 12 = 22.3

@(12):12<1—;) (1—?))): 2.%%:4 (1.7.12)

diéu nay c6 thé dé dang thit truc tiép duge. Chimg minh ciia dinh 1j trén 13 hoan toan so cap ching
ta khong trinh bay & day.
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Bai tap:

1. Dung ham sé Euler va dinh 1y Fermat chtmg minh: Néu n 1a sé nguyén bat ki va n nguyén to
cung nhau véi a, thi

a?™ =1 (mod n).

1.7.4 Phan sb lién tuc. Phuong trinh Diophantine

Thuét toan Euclid dé tim uéc s6 chung 16n nhat clia hai s6 nguyén con dan dén mot phuong phép
quan trong biéu thi t§ sb ctia hai sd nguyén dudi dang mot phan sb phiic tap ¢6 dang dic biét.
Ap dung vao cic s6 840 va 611, Thuét toan Euclid cho ching ta mét day dang thitc:

840 = 1.611 + 229, 61 =2.229 4153
229 =1.1534+76, 153 =2.76+1

Nhiing déng thiic nay chiing té ring (840, 611) =1 Nhung mit khac, tit nhitng ddng thiic dé ching
ta thu dugc:

840 229 1
— =14+ —=14 —,
611 611 611/229
611_1+153_1+ 1
229 229 229/153’
229 14 06 14 1
153 153~ 153/76’
153 91 1
76 76
< (a2 , N , A .. 2 840
Keéet hop cac dang thitc sau nay véi nhau, ching ta cé phan tich sau day cta so 611 :
840 1
— =14+ — 1.7.1
611 +'2 1 (1.7.13)
_|_
1+ !
2+ !
76
Mot biéu thitc ¢6 dang:
1
a=ag+ 1 (1.7.14)
a
1+ 1
as +
S
_i_i
an

day sb a la nguyén duong, duge goi 1a phan sb lién tuc. Thuat toan Euclid da cho ching ta phuong
phép biéu thi mot sé hitu t§ tiy ¥ dudi dang mot phan s6 lién tuc nhu vay.

Bai tap:
1. Tim phan sb lién tuc cta:
2 43 169
530" 70
Phéan s6 lién tuc déng vai tro quan trong trong mot nganh ctia s6 hoc cao cap dude goi 1a giai tich
Diophantine. Phuong trinh Diophantine 14 phuong trinh dai s6 ¢6 mot hay nhiéu an sé6 ma moi hé sb
déu 1a s6 nguyén va chi yéu cau tim cac nghiém nguyén ctia né théi. Mot phuong trinh nhu vay cé
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thé hoan toan khong c6 nghiém hodc ¢6 mot s6 hitu han nghiém hodic c6 vo sd nghiém. Trudng hop
don gian nhat ctia phuong trinh Diophantine 14 phuong trinh tuyén tinh c¢é hai an:

ar+by=c (1.7.15)

trong dé a, b, ¢ 1a céc s6 nguyén cho trude. Can phai tim cidc nghiém nguyén x va y. Cé thé tim dugc
161 giai day du ctia cadc phuong trinh loai nay nhd thuat toan Euclid.

Trude hét, thuat toan Euclid gitip chiing ta x4dc dinh d = (a, b). Sau dé, cé thé chon dudc cic s6
nguyén k va 1 théa méan ding thic :

ak +bl =d (1.7.16)

nhw vay, trong truong hop ¢ = d phuong trinh 1.7.15 ¢6 nghiém riéng x =k, y = [.
Téng quét, néu c 1a boi ctia d(c = d - q) thi tit dang thiic 1.7.16 ching ta suy ra:

a(kq) +b(lg) =dg=c
do d6 trong truong hgp nay phuong trinh 1.7.15 ¢6 nghiém riéng

r=1x" = kq,
y=y =lq.

D3o lai, néu phuong trinh 1.7.15 vé6i ¢ cho trudc c6 mot nghiém x, y thi ¢ phai 1a boi ctia d = (a,
b); thuc vay, d 1& wéc sd clia cho a va b, do d6 d phai 1a wdc s6 ciia c. Nhut vay, ching ta da chitng
minh rang phuong trinh 1.7.15 ¢ (it nhat mot) nghiém khi va chi khi ¢ 1a bdi clia (a, b).

Bay git chiing ta xét xem néu biét mot nghiém x = 2,y = y/ctia phuong trinh 1.7.15 thi lam thé
nao dé xdc dinh duge tat cd cdc nghiém khic. Gia st ¢ = 2/,y = %/ 14 mot nghiém tuy ¥ khéc: nhu
thé thi z = 2’ — 2%,y = ¥/ — y* 13 mot nghiém ctia phuong trinh dong nhat

ar +by =0 (1.7.17)

trit cdc phuong trinh ax’ + by’ = ¢ va ax™ + by™ = ¢ cho nhau, ching ta dugc :

a(z’ — ") +b(y' —y") =0
Béay gio dé ¥ dén phuong trinh 1.7.17 ching ta thiy rang nghiém téng quat ctia né c6 dang
x =rb/(a,b),y = ra/(a,b) trong dé r 1a s6 nguyén tiry y (Dé nghi ban doc tu chimg minh diéu nay
dé luyén tap). Sau d6 chiing ta sé duge nghiém tong quét ciia phuong trinh 1.7.15 :
x=az"+rb/(a,b),
y=y"—ra/(a,b)
Chiing ta di dén két luan: phuong trinh Diophantine tuyén tinh ax+by = c trong d6 a, b, c 1a céc sb
nguyén, c6 nghiém nguyén khi va chi khi ¢ la boi ctia (a, b). Trong trucng hgp nay, ching ta tim duge
nghiém riéng x = 2*, y = y* nhd thuit toan Euclid, con nghiém tong quét c6 dang 1a :
x=2xz"+rb/(a,b),
y=y"—ra/(a,b)
trong dé r 1a sb nguyén tuy .
Thi du : phuong trinh 3x + 6y = 22 khong c6 nghiém nguyén vi (3,6)=3 khong 1a wdc s6 clia 22.

Phuong trinh 7x 4+ 11y = 13 c6 nghiém riéng x = -39, y = 26 dudc tim ra nhd céc tinh todn sau
day :

e 11 = 1.7 +4,

o 7T=14+3,
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e 4=13+1
e (7.11) =1,
e 1=4-3=4-(74) =24-7=2(11-7)-7=211-3.7

T do6 suy ra :
7.(-3)+11.(2) =1

7.(—=39) + 11.(26) = 13
Nhitng nghiém con lai duge cho bang céc cong thirc :

r=-39+ 1lr,y =26 —Tr

trong dé r 1a s6 nguyén tuy ¥.
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Bai tap:
1. Giéi cac phuong trinh Diophantine sau:
(a) 3x -4y = 29.
(b) 11x - 12y = 58.
(c) 53x - 34y = 51.




Chuong 2

HE THONG SO CUA TOAN HOC

2.1 Giéi thidu

Vé sau nay ching ta phai md rong khéi niém s6 ¢ mot sé mitc do rat cao bat dau tir day sd tu
nhién, nhim xay dung moét céng cu manh mé nham thod man nhu cau cia ca thuc tién va 1y thuyét.
Vé mat lich stt, trong qua trinh tién hod 1au dai va chap chiing, s6 0, s6 nguyén 4m va phan s6 hitu ty
da dan dan c¢6 quyén binh ding véi cic sb trong day sb tu nhién. Ngiy nay mot hoc sinh trung binh
ciing da nam vitng duge quy tic cia cac phép tinh ddi véi tat ca nhitmg sé d6. Nhung mubn nidm dugc
hoan toan cac phép toan dai sb thi can phai di xa hon nita v& can nidm ving dugc khai niém mé rong
ctia s6 hitu ty va s6 phitc. Miic dau nhitng sut mé rong dé clia khai niém veé s6 da cé cach day hon mot
thé ky v& toan bo toan hoc hién dai da dua vao ching lam co s§, nhung nén méng logic viing chéc
ctia ching cling méi chi cé cach day khong lau. Trong chuong nay ching ta sé phéac ra nhing thoi ky
cd ban clia su phat trién doé.

2.2 S6 hitu ty
2.2.1 Sb hitu ty 1A phuong tién cta viéc do ludng

S6 tu nhién ndy sinh do su tritu tugng hod trong qué trinh dém céc sy vt trong tdp hop hitu han.
Nhung trong dsi sdng hang ngay khong nhitng chiing ta chi dém cac su vt tach roi nhau ma con phai
do céc dai lugng, chf&mg han nhu d6 dai, dién tich, trong lugng, thdi gian. Néu chting ta mudn lam
toan véi cac két qua ctia phéo do céc dai lugng cé thé chia thanh vé han cdc phan nhé nhu vay thi
khong thé gidi han trong pham vi day s6 tu nhién ma khong phai mé rong gisi han clia s6 hoc ra mot
thé gidi mdéi ciia cac s6. Bude dau tién 14 quy van dé do vé van dé dém. Trudc hét chiing ta chon mot
cach hoan toan tuy y mét don vi do - foot, yard, inch, pound, gam - nhiing cai chiing ta quy uéc la 1
don vi do. Roi chiing ta dém sb cic don vi nhu vy c6 trong dai lugng can do. Cé thé xay ra trudng
hop miéng kém ning ding bang gam. Nhung trong trudng hop téng quét thi qué trinh dém thudng
khong duge tron. Pai luong can do khong thé do dude tuyét déi chinh xdc bang cic don vi da chon,
khong phai 1a boi ctia né. Trong trudng hop niy ching ta chi c6 thé néi ring dai luong dé bao ham
gitta hai boi s6 lién tiép ctia don vi d6, ching ta gia thit rang gitta 53 va 54 gam. Néu viy, ching ta
dua vao nhiing don vi méi bang don vi ban dau chia ra lam n phan bang nhau. Vé mit ngdén ngi,
nhitng don vi nhé méi nay c¢6 nhitng tén goi khac: chzamg han, foot chia thanh 12 inch, mét chia thanh
100 centimet, pound chia thanh 16 ounces, gid thanh 60 phut, phit thanh 60 gidy v.v... Song, trong
ky hiéu toan hoc tong quét thi mot don vi nhé tao ra duge khi chia don vi ban dau ra n phan sé
duochién thi bang ky hiéu 1. Néu dai lugng dang xét chita ding m don vi nhé dé thi sé do ctia né la.
Ky hi¢u nay duge goi 1a phan s6 hodc ti s6 (con viét 14 m : n). Budc tiép theo va quyét dinh da dugc
thue hién mét cich ¢6 ¥ thitc sau nhiéu thé ky tap hop nhitng ¢b ging riéng ré. Ky hiéu da thoat khoi
mdbi lién hé cu thé véi qua trinh do va duge xem nhu mot nhu sé ¢é ban chit doc lap, binh déng véi
s6 tu nhién. Khi m va n 1a cdc s6 tu nhién, thi ky hiéu duge goi 1a s6 hitu ty.

Viée dimng thuat ngit “s6” (lic dau chiing ta hiéu “s6” chi 1a s6 tu nhién) d6i v6i céc ky hidu méi,
vi phép cdng va phép nhan dbi véi cdc ky hiéu ndy cling c6 nhitng quy luit gibng nhu nhitng phép
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toan tuong ting do6i véi cac s6 tu nhién. Mudn x4c nhan diéu nay, trude hét phai dinh nghia phép cong
va phép nhan céc sb6 hitu t§ va dinh nghia s6 hitu t§ bang nhau. Nhitng dinh nghia dé nhu ching ta
da biét, 1a nhu sau:

a+c_ad+bc
b d  bd
a ¢ _ac
b d  bd
(2.2.1)
g
ac a B
E—gneuad—bc
trong dé a,b,c,d 1a nhiing s6 tu nhién tuy .
Vi du:
24_%72‘54—4'3710—%1272
35 3.5 15 15
2,4_24_38
3 5 3.5 15
3
« — =1
3
8+2 4 2
12 3-4 3

Chiing ta budc phai thita nhan nhitng dinh nghia dé néu chiing ta nghi dén viéc diing cac sb hitu
ty dé do chiéu dai, dién tich v.v... Nhung v6i quan diém logic chit ché hon thi nhitg quy tic cong
va nhéan va viéc giai thich nhu vAy vé su bing nhau ctia nhitng ky hiéu méi duge xéc 1ap mot cach doc
1ap vé dinh nghia, khéng chiu mot dieu kién nao khac ngoai sy tuong thich 1an nhau (tinh phi mau
thudn) va su tién lgi déi véi nhitng tng dung thuc tién. Xuat phét tit cic dinh nghia (1) c6 thé chiing
t6 rang nhitng dinh ludt co ban ctia sd hoc céc s6 tu nhién van tiép tuc dude bdo toan trong sb hitu
ty:

e p+q=q+p (dinh ludt giao hodn cta phép cong)

e p+(q+7)=(q+p)+r (dinh ludt két hop clia phép cong)

e pg = gp (dinh ludt giao hodn ctia phép nhén)

e (qr) = (gp)r (dinh luat két hop ciia phép nhan) p(q + r) = pq + pr (dinh luat phan phdi)

Chéng han viée chiing minh dinh ludt giao hodn clia phép cong phan sé dude thé hién qua nhiing
déng thtc sau day:

ad+bc cb+da ¢

c La
d bd db d b

+ (2.2.2)

a
b
& day ding thitc dau tién va déng thitc cudi ciing duge xac dinh béi dinh nghia phép cong 2.2.1 con
déng thiic ¢ gitta 1a hé qué cia cic dinh luat giao hodn ctia phép cong va phép nhan cic sb tu nhién.
Bing céch nay ban doc cé thé kiém tra bén dinh luit con lai néu thiy can thiét.

Dé thuc sy hiéu nhiing dinh luat nay, phai nhAn manh thém mét lan nita rang nhimg sb hitu ty
sang tao ciia ching ta, va rang nhitg luit nhu 2.261 la 4p dat clia y nghi con ngusi. ?hﬁnlg ta2c() thé
a+

thay doi luat ctia phép cong, nhu 1a % + 2 = b d trong truong hop cu thé sé cho 3 + 5= mot

diéu vo 1y theo cach nhin cia viée do luong.
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2.2.2 Sy nay sinh nhu cau vé sb hitu ty bén trong ban than toan hoc

Doc lap dbi véi co s “thuc tién” cta viée dua vao sd hitu ty con ¢6 mot co sé sdu sic hon va ¢é
tinh b&t budc hon. 0 day ching ta sé xét khia canh dé ctia vAn dé mot cich hoan toan doc lap véi
nhitng 1ap ludn da néu & trén. Trong s6 hoc tu nhién thong thudng, chiing ta ludn thuc hién duge cac
phép toan thuén co ban: phép cong va phép nhdn. Nhung cdc phép toin ngude (phép trir va phép
chia) thi khong phai bao gio ciing thuc hién duge. Hiéu b — a ctia hai s6 ty nhién a va b, theo dinh
nghia, 13 mot sb tu nhién c sao cho a+ ¢ = b, titc 1a nghiém ctia phuong trinh a +x = b. Nhung, trong
pham vi s6 tu nhién thi ky hiéu b - a chi c6 nghia khi b > a, béi vi chi trong diéu kién d6 thi phuong
trinh a + x = b m&i c6 nghiém. Khi dua ky hiéu 0 vao dé biéu thi a - a, chiing ta da c6 mot budce tién
quan trong trén con dudng x6a b6 giéi han d6. Nhung viéc dua vao ky hiéu —1; —2; —3;... clung véi
dinh nghia (b — a) = —(a — b) dbi véi truong hdp b < a, con 14 mot thanh cong quan trong hon, sau
dé6 da cé thé khéng dinh rang phép trir 1a thuc hién duge vo han trong pham vi s6 nguyén - s6 duong
va s6 am. Khi dua vao cdc ky hitu méi —1; —2; —3;. .. titc 1A mé rong pham vi s6; thi tit nhién ching
ta phai dinh nghia cdc phép todn v6i nhitng s6 méi dua vao sao cho nhitng quy tac ban dau ciia cac
phép todn sé hoc khong bi x6a bo, chang han quy tic:

(-1).(-1)=1 (2.2.3)

14 co s6 cho phép nhan cdc s6 am, dugc hinh thanh do y dinh bdo toan dinh luit phan phdi
a(b+c)=ab+ac. Thuc viy néu, chdng han ching ta cho rang (—1).(—1) = —1 thi khi diit a = —1,b =
1,¢ = —1 ching ta ¢6 —1(1 — 1) = —1 — 1 = —2 nhung thyc ra thi —1(1 — 1) = —1.0 = 0.

Phéi mat khong it thoi gian dé céc nha todn hoc nhén thic duge ré rang “quy tic ctia ky hiéu”
2.2.3 va moi dinh nghia khac thuoc vé cac s am ciing nhu cic s6 hitu ty 1a khong thé “chitng minh
dugc”. Chiung duge hinh thanh v6i muc dich bdo ddm dugc cac phép toan ma khéng xdéa bd nhiing
dinh luat s6 hoc co ban. Cai c6 thé va phai chimg minh dé céc dinh nghia dé duge thita nhan chinh
14 bao toan céc dinh ludt co ban clia s6 hoc: dinh luét giao hodn, két hgp va phan phéi. Chinh Euler
vi dai da ding mot chitng c¢6 hoan toan chua cé tinh thuyét phuc dé chimg t6 rang (—1).(—1) “phai”
bang +1. Ong néi: “Tich sb dang xét chi c6 thé bang +1 hodc -1, va khong thé bang (—1), béi vi
—1=(+1).(-1)"

Viéc dua phan sb vao dé x6a bd nhitng trd ngai trong khi thuc hién phép chia ciing hoan toan
tuong tu nhu viée dua s 0 va s6 nguyén am vao dé chuan bi cho sy thuc hién khong gidi han ctia

phép tri. Ty sb hoac thuong sb x = — ciia hai s6 nguyén 1 nghiém s6 ctia phuong trinh:
a

ar =b (2.2.4)

Ty s6 do6 1a sé nguyén khi a 1a wée s6 ctia b. Nhung néu dieu dé khong xady ra khi a= 2; b= 3.
b . R b

Chuing ta sé dua vao mdt ky hiéu méi —, goi la phan so thoa man dieu kién a - — = a 1a nghiém caa
a a

2.2.4 “theo dinh nghia”. Su sidng tao ra phan sb véi tu cdch 1a nhitng ky hiéu méi da bdo dam cho su
thuc hién khong c6 gidi han ctia phép chia, trit phép chia cho 0. C4c biéu thtc 1/0, 3/0, 0/0, v.v...
14 nhitng ky hiéu vo nghia dbi véi ching ta. Néu nhu thita nhan phép chia cho 0 thi tir ding thic
0.1 = 0.2 sé suy ra mdt hé qua sai 1= 2. C6 khi ching ta thé hién nhitng biéu thtic d6 bang ky hiéu
0o, nhung véi diéu kién khong duge xit 1y ky hiéu nay nhu 1a né da tuan theo cic dinh luit sé hoc
théng thuong

Bay git thi ching ta da hiéu ro6 nhitng nguyén tic xay dung hé thdng tit ci cac sb hitu ty (sb
nguyén va phan sb, sé6 duong va s6 &m). Trong pham md rong dé thi khoéng nhitng dinh lut hinh thic
(dinh lut két hop, giao hoan va phan phéi) 1a ding, ma cdc phuong trinh a4z = b va az = b luén ¢

. b .
nghiém duy nhat xt =b—a va z = E(a # 0). N6i cach khac trong pham vi s6 hitu ty, cdc phép toan

v6i s6 hitu ty - phép cong, trit, nhan va chia dugc thuc hién khong gidi han va khong vugt ra ngoai
pham vi dé. Nhitng pham vi s6 déng kin nhu vdy dudc goi 1a nhitng trusng s6. Chiing ta sé gip lai
nhitng thi du vé trusng sb6 sau nay, & chuong nay va chuong III.

Su m& rong pham vi bang cach dua ra nhitg ky hiéu méi duge tién hanh sao cho dinh ludt ciia
pham vi ban dau van con dude bao toan trong pham vi da md rong. D6 1a mot thi du dién hinh cla
nguyén ly suy rong.
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Su mé rong tit s6 tu nhién dén sé hitu ty khong nhitng théa man duge nhu cau loai trit tinh gidi
han ctia viéc thuc hién céc phép chia, ma con théa man duge nhu cau thuc tién vé viéc ghi lai két qua
do dac mot cach thuan tién. Chinh sy kién s6 hitu ty théa man dong thdi nhitng nhu cau vé thuc tién
va 1y thuyét da lam cho ching cé tam quan trong dic biét. Ching ta thay viéc mé rong céc sé duge
thie hién bang céch dua vao nhitng ky hiéu méi va tritu tugng nhu 0, -2, hodc Z Ngay nay ching
ta x@ Iy nhitng ky hiéu d6 mot cach thong thao va tu tin khong can nghi dén ban chat ctia ching.
Va ciing khé tudng tuong dude rang trong thé ky XVII, ching con dude rat it tin nhiém so véi sb tu
nhién, néu nhu ching duge st dung thi mittc d6 hoai nghi rat lén. Ban chat c¢b hitu clia ¥ thitc con
ngudi ¢6 xu hudng bam vao “cai cu thé” dugce thé hién trong day sd tu nhién, 1a nguyén nhan gy ra
st chdm tré clia qua trinh tién héa tat yéu. Chac chin cé thé xdy dung mot hé thong s6 hoc hoan hio
vée logic bang su tritu tuong héa xuét cai thuc tai.

2.2.3 Biéu dién hinh hoc céic sb hitu ty
C6 thé thu duge mét biéu dién hinh hoc hé théng sé hitu ty bang céch nhu sau:

« Trén mét dudng thang nao dé (truc sb) ching ta danh diu mét doan thing tir 0 dén 1 (hinh
2.1). N6i chung, c¢6 thé chon mot cach tuy ¥, do dai doan théng don vi. Cac s6 nguyén duong
va nguyén Am dugc biéu dién béi tdp hop nhitmg diém cich déu nhau trén truc sb, cac sé duong
duge ghi & bén phai, cic s6 4&m duge ghi & bén trai s6 0.

—_——————f———————————
-3 =2 -1 0 | é 3

Hinh 2.1: Truc s6

Mubn biéu dién céc s6 c6 mau sb 13 n, ching ta chia mdi doan c¢6 d6 dai don vi ra n phan bang nhau,
cac diém chia biéu thi cdc phan s6 c¢6 mau s6 n. Néu ching ta lam nhu thé v6i nhitng gid tri n tuong
tmg v6i moi s6 tu nhién, thi méi sé hitu ty sé duge biéu dién bsi mot diém nio d6 cta truc s6. Ching
ta quy wéc goi nhitng diém d6 1a nhitmg “diém hitu ty”, néi chung thi céc thuit ngit “sé hitu ty” va
“diém hitu t§” dude goi 1a dong nghia

Trong phan 1 chuong I, ching ta da dinh nghia quan hé A < B d6i v6i s6 tu nhién. Quan hé dé
dugc thé hién trén truc sé nhu sau: néu s6 tu nhién A nhé hon sé tu nhién B thi s6 tu nhién A § bén
trai s6 tu nhién B. Vi quan hé hinh hoc néu trén duge thiét 1ap cho moi cap diém hitu ty, cho nén
ching ta phai mé rong quan hé bat ding thitc sé hoc dé bao toan thit tu hinh hoc dé dbi véi cac diém
dang xét. Didu nay c6 thé dat duge, néu thita nhan dinh nghia sau day: ching ta néi rang sb hitu ty
A nhd hon sb hitu tj B (A < B) hos#ic B 16n hon s6 A (B > A), néu hiéu B — A duong. Do d6, nhiing
diém (s6) & gitta A va B (néu A < B) 1a nhitng diém dong thdi > A va < B. Mdi cap diém A va B
nhu viy ciing véi moi diém & gitta chiing duge goi 1a mét doan va duge ky hiéu 1a [A, B], con tap hop
chi gom nhiing diém & bén trong duge goi 1a mot khoang va duge ky hiéu 1a (A, B).

Khoéng céch tit mot diém A bat ky dén gbe 0 dude xem nhu 1a mot sé duong va dude goi 1a gid tri
tuyét doi ctia A v6i ky hiéu 1a |A|. néu A > 0 thi |[A] = A, nén A < 0 thi |[A| = —A. RS rang néu A
v B cling du thi c¢6 dang thitc |A + B| = |A| + |B|, néu A va B 1a khic dau thi |A + B| < |A| + |B.
Ké&t hop hai bat ddng thitc d6 v6i nhau ching ta cé bat ding thic:

|A+ B| < |A| + |B| (2.2.5)

diung véi moi A va B.
St kién c6 tam quan trong nén tang duge hién thi bang ménh dé (dinh 1y) sau day: céc diém hitu
ty 1 trt mat khép noi trén truc s6. Y nghia ctia khang dinh nay 1a trong mot khoang bat ky, dit nhd
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dén dau ciing ¢6 nhitng diém hitu t. Mudn chimg minh su ding dén ctia khing dinh vita néu, chi can
lay mot s6 n di 16n sao cho khoang (1, 1/n) nhé hon mot khoang (A, B) cho trude khi d6, cé it nhat
mot trong nhitng diém c¢6 dang m/n nam trong khoang da cho. Nhu vy khong ton tai mot khoéng
nao trong truc sé (ngay cd khoang nhé nhat ma ching ta c6 thé biéu dién dugc) ma bén trong né
khong c6 diém hitu ty nao. Tit d6 suy ra hé qué sau: moi khoang céch diéu chita mot tdp hop vo han
diém hitu ty. Thuc vay, néu mot khoang nao d6 chi chita mot sd hitu han s6 hitu ty thi, bén trong
khoéng tao bdi hai diém hitu ty ké nhau nhu thé sé khong ¢ mot diém hitu ty nao ca - diéu nay mau
thuan véi sy kién vita duge chiing minh & trén.

2.3 Poan thing vo ti - sb vo ti - gii han

2.3.1 MG dau

Khi so sdnh do dai 2 doan thing a va b ¢6 thé xay ra trudng hop a duge chita trong b ding méot sb
nguyén r lan. Trong trudng hop nay do dai ciia doan b dude thé hién qua do dai ctia doan a rat don
gidn; do dai b gap r lan do dai a. C6 thé x4y ra trudng hop khong ton tai sb nguyén r c¢é tinh chat
nhu trén, lic ndy, néu chia doan thdng a thanh mot sé phan bang nhau nao d6, ching han n phin
bang nhau (mbi doan dai a/n), roi ldy mot sé nguyén m lan céc phan dé thi duge ding doan thiang b:

m

b=—""a (2.3.1)
Khi c¢6 hé thitc 2.3.1 thi ching ta néi rang hai doan a va b thong wéc véi nhau vi ching c¢6 “mot do
do chung”: dé 14 doan thing c6 d6 dai a/n duge dude chiia trong doan thing b ding m lan. Mot doan
thdng b nao d6 14 théng udc hoic vo ti véi doan thing a tiy thude vao viée chon duge hay khong hai
s6 tu nhién m v n (n # 0) sao cho ¢6 dang thiic 2.3.1. Pé y dén hinh 2.2, gid thit chiing ta chon doan
théng gid tri (0, 1) lam doan thing a va xét tit cd nhiing doan thing c6 thé cé dudc ma mot dau mait
tring véi 0. Liic nay chi nhiing doan thang c6 dau mut tht hai tring véi diém hitu t§ m/n nao dé 1a
théng uéc véi doan thang don vi ma théi.

4

2 .~§ - o 4 1 {4 ¢ 3

Hinh 2.2: Biéu dién hinh hoc ctia sb nguyén

Trong thuc tién do dac thi s6 hitu ty 14 hoan toan du dung. Vi céc diém hitu ty 13 tri mat khip
noi, do dé vé mit 1y thuyét c¢6 thé cho rang moi diém trén truc sé 13 diém hitu ty khong. Néu thé thi
moi doan thing déu thong ude véi doan thing don vi. Nhung vAn dé khong don gidn nhu vAy. Su xéc
nhan tinh trang nay 1 mét trong nhitng phat minh sdng chéi nhat trong toan hoc ngay ti thoi ¢
dai (trong trudng phai Pitago): ton tai nhitng doan thdng vo ti v6i nhau hoiic néi cch khéc, ton tai
nhitng s6 vo ti. Viéc y thitc duge su kién khoa hoc ¢6 tam quan trong 16n lao nhat nay méi chi 13 linh
cdm. N6 la co 86 cho cai ma ngay nay ching ta coi la mdt phuong phap toan hoc chat ché va duge
xem nhu mot cong hién ciia cdc nha todn hoc Hy Lap cho khoa hoc. Khong con nghi ngd gi nita, phét
minh tuyét voi nay da anh hudng sau sic dén toan bd toan hoc va ngay ca triét hoc tit xua dén nay.

Ly thuyét ctia dai lugng vo ti, duge trinh bay dudi hinh thtc hinh hoc trong “the Elements” ctia
Euclid, 14 mét thanh tyu tinh vi nhat clia toan hoc Hy Lap (né thudng dude trinh bay qua nhing
mau ké chuyén ctia Euclid ding dé gidng day & nha truong). Mai dén cudi thé ky XX sau nhimg cb
géng ctia Dedekind, Cantorr va Weierstrass nham tao nén 1y thuyét vo ti chat ché, thi Iy thuyét nay
méi duge danh gia cao tuong tmg véi né. Sau nay ching ta sé trinh bay 1y thuyét d6 trén quan diém
s6 hoc hién dai.

Truée hét chiing ta xét: Mot dudng chéo ctia hinh vudng 14 vo ti v6i canh clia né. Gia thit canh
hinh vuéng dudce chon lam don vi dai. Chiing ta biéu thi d6 dai dudng chéo ctia né 1a x. Theo dinh
lya Pitago, ching ta cé:

?=1"+1>=2
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(chiing ta c6 thé ki hiéu s6 x bang biéu tuong v/2). Néu x thong udc véi don vi thi ¢ thé tim dugce
hai s6 nguyén p va q sao cho x = p/q va ching ta c6 déng thic:

P =2¢° (2.3.2)

C6 thé gia thiét rang phan s6 p/q 1a téi gidn; néu khong thé thi ngay tit dau ching ta uéc lugc
cho uéc s6 chung 16n nhat ctia p va q. Vé phai cé thita s6 2 cho nén p? 1a sb chan, tiic p ciing la sb
chén, béi vi binh phuong ctia mét s6 1& ciing 1a mot sb 16. Bay gid c6 thé dit p = 2r. Khi dé déng
thitc 2.3.2 sé c6 dang:

4r? = 2q2 hay 20? = q2

Vi vé tréi c6 thita s6 2 cho nén ¢? chin va do dé q ciing chan. Nhu vy, p va q 1a céc sd chin, tic 1
ching chia hét cho 2, diéu niy mau thudn véi gid thiét phan sb tbi gidn. Nhu viy khong thé c6 ding
thitc 2.3.2 v x khong thé 1a s6 hitu ty.

C6 thé phat biéu két qua nay mot cach 1a khong c6 s hitu ty nao bang /2.

Léap luan vita néu dua mot phép dung hinh hoc don gidn nhét sé dan t6i mot doan thang vo ti véi
don vi. Néu mét doan thing nhu vay dude dit bang compa tit diém 0 trén truc sé thi diém dung duge
(diém miit cudi ctia doan thang) sé khong tring véi mét sb hitu tj nao.

-— e —

0 1 V2

Hinh 2.3: Céch dung s6 /2

Nhu vay hé théng céc diém hitu ty (dit rang trit mat khip noi) van khoéng phii toan bo truc sb.
TAt nhién, mot tap hop diém hitu t§ trit mat khip noi ma khong phit duge toan bo duong thing thi
that 1a la lung va ky di déi v6i sut nhan thitc ngdy tho. Khong c6 mot “truc gidc” nao gitp ching ta
“thiy dugc” cac diém vo ti va phan biét ching véi cac diém hitu t§. Khong ldy gi 1am la rang su phat
hién ra mot doan thang vo ti da lam x6n xao cic nha todn hoc v cic nha tu tudng Hy lap. Su ton
tai doan thing vo ti dén nay vAn con giy an tuong manh mé cho nhiing ngudi c6 xu huéng suy tuéng
sau sic. Viée dung theo ¥ mudn tiy ¥ mot sé doan thing vo ti véi don vi 14 khong c¢é gl khé khan.
Diém mit clia tit cd doan thang nhu vay (v6i diéu kién du ctia ching phai tring véi diém 0) sé tao
thanh tap hop cac diém vo ti. Luu ¥ rang khi dua s6 hitu ty vao, ching ta c6 mot nguyén tac chii dao
1a: dam béo do duce do dai cdc doan thing bing céc s, va nguyén tic ndy tiép tuc chi dao ching ta
khi xét dén cdc doan thang vo ti. Néu ching ta muén cé mot tuong tng hai chiéu gitta mot bén 14 cic
s6 va mot bén 1a céc diém trén truc sb thi khong thé tranh khoi phai dua sb vo ti vao.

Dé tém lai nhitng diéu da néi cho dén bay gid, ching ta két ludn rang sé vo ti biéu thi cho do dai
ctia doan thang vo ti véi don vi. Trong céc muc sau, ching ta phai chinh xéc héa mét vai dinh nghia
thuan tiy hinh hoc con mo ho dé di dén mot dinh nghia théa man quan diém logic chit ché. Khi xem
xét van dé nay ching ta sé bat dau tit cdc phan sb thap phan.
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Bai tap:
1. Chiing minh 2, \75, V3,5 1a cac sb vo ti.

2. Chting minh /2 + /3, va /2 + ¥/2 1a céc 6 vo ti. (Ggi y: gid st d6 13 mot sb hitu ty r nao do,
dit /3 = r — /2, binh phuong 2 vé, dan dén /2 1a s6 hitu ty.)

3. Chtng minh V2 43+ 5 14 s6 vo ti.

2.3.2 Phan sb thap phan va sb thap phan vé6 han

Muén phti truc sé bang mét tap hop diém trit mat khip noi thi khéng can phai dung dén toan bo
tap hop s6 hitu t, chang han chi can ding nhimg s6 hinh thanh nén do chia doan thing don vi thanh
10, 100, 1000, v.v... phan bang nhau. C4c diém chia thu dugc sé tuong tmg véi “céc sd thap phan”.

. 2 . N R
Thi du diém 0,12 = 0 + 100 tuong tng v6i mot diem nam G trong khoang don vi dau tién, & trong
“phan khoang” thit hai dai 107!, cu thé 1a diém dau ctia “phén khoang con” thit ba dai 1072. Néu
phéan sb thap phan loai nay chita n sé sau dau phay thi né c6 dang:

f=z+0a1107" + 021072 4 3103 + - - - 4+ 4, 107", (2.3.3)

trong d6 z la s6 nguyén, con cac hé sb a la céc chi s6 0,1,2,...,9 bicu thi s6 phan musi, s6 phan tram
v.v... S6 f dugc viét gon trong hé thap phan nhu sau: z,ajasas . .. a,. Ching ta thiy ngay rang céc
s6 thap phan loai nay c6 thé hién thi duge dudi dang t§ sb ZZ, trong d6 q¢ = 10". thi du:

q

3 1 4 1314
f=1314=1+ "+ + =

10 ~ 100 1000 1000 (2:34)

Néu p va q c6 thita s6 chung thi ¢é thé rat gon phéan sb di, ltic nay mau s6 sé 1a moét u6e sé nao dé cta

10™. Mat khic, mot phan s6 toi gidn ma mau s6 khong phai 1a wée sb clia lity thita ctia 10 thi khong
¢ .z 2 1
thé viet duéi da han so thap phan thudc loai néi trén. Vidu: - = — =0,2, — = —— = 0,004
vi i .ngop ,n AP P n, ué Al néi trén. Vi 1‘1,5 10~ %2350 = 1000
nhung % khong thé viet thanh phan so 1é€ thap phén, v6i mot so hitu han so 1é thap phén, du n 1én

dén dau. Thuc vay, tit ding thiec:

suy ra: 10" = 3b
Khong thé c¢6 dang thitc cudi nay vi 3 khong phai 13 thita sé ctia bat ¢t liy thira nao cta 10.
Bay gio ching ta ldy mot diém P tuy ¥ trén truc sd khong tuong tmg véi sd thap phan hitu han

2 2 1z 2 1 2 2
nao ca; chang han, c¢6 thé lay diém hitu ty 3 hodc diém vo6 ti v/2. Nhu vdy, diém P khong bao gic

14 diém chia trong qué trinh phan chia lién tiép doan thing don vi thanh 10 phan bing nhau: né sé
nam bén trong cic khodng thap phan ma do dai clia cdc doan nay gidm di vo han; cdc mit ciia nhimng
khoang nay tuong ting v4i nhitng phan s6 thap phan hitu han va dan téi diém P véi d6 chinh xé4c tiy
¥. Chiing ta hay xét ti mi hon qud trinh xap xi nay.

Gia thiét rang P nam trong khoang don vi thit nhat. Phan khodng dé6 ra 10 phan bing nhau mbi
phan dai 10-1 va gia thiét diém P roi vao trong khodng thit ba chang han. Lic niy ching ta c6 thé
khing dinh ring P bao ham gitta cdc phan sé thap phan 0,2 va 0,3. Ching ta tiép tuc chia khodng 0,2
va 0,3 ra 10 phan bang nhau mdi phan dai 1072 va thiy ring P roi vao trong khoang thit tu ching
han. Lai chia khoang nay ra 10 phan bang nhau, ching ta thiy rang diém P roi vao trong khoang thit
nhat ching han c6 do dai 1072, Bay gid c6 thé néi ring diém P bao ham giita 0,230 va 0,231. Qué
trinh nay c6 thé kéo dai v6 han va dan dén moi day vo han céc chit s6 ajas...,an,... c¢6 tinh chéit
nhu sau: diém P nam trong khoang In ma diém mit dau bén ching tay trai la 0,aja2as. .. ap—104,
diém mit bén ching tay phéi 14 0,a1a2a3 . .. an_1(an + 1)va d6 dai I,, bang 10™". Néu xét theo thit
tun = 1,2,3,4,... ching ta thiy rang mdi doan I, I, Is... nam trong khoang diing trudc né, do
dai ctia nhitng khoang dy 1a 1071,1072,1073, ... tién t6i 0. Chiing ta néi vin tat hon la: diém P nam
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trong mot day thap phan thit lai. Thi du, néu diém P 1a diém hitu ty 13 thi moi chit s6 ay,as, a3 . ..
bang 3 va P nam trong mot khoang In tly ¥ tir 0,333...33 dén 0,333...34 tic 1a 16n hon 0,333 ...33
va nhd hon 0,333...34 v6i s6 chit s6 tiy ¥ sau dau phay. Trong truong hop nay ching ta néi rang sb
thap phan n chit s6 0,333 ...33 “dan t6i” 13 khi n tdng lén v6 han. Ching chiing ta viét la:

1

-=0,333...
3 Y

céc dau chadm c6 nghia 14 phan s6 c6 thé kéo dai “dén vo han”.

Dbiém v6 ti v/2 dude xem xét & muc 1 ciing dan t6i mot sé thap phan v han. Nhung trong trudng
hop nay thi quy ludt ctia cic chit s6 lién tiép trong dang thap phan dé da khong r6 rang. Khé ma chi
ra mot coéng thitc cho ching ta chit sé ding & vi trf n, mic du c6 thé tinh duge tuy ¥ bao nhiéu chit
s0:

’=1<2<2’2=4
(1,42 =1,96 < 2 < (1,5)2 = 2,25
(1,41)% =1,9881 < 2 < (1,42)? = 2,0264
(1,414)% = 1,999396 < 2 < (1,415)? = 2,002225
(1,4142)% = 1,99996164 < 2 < (1,4143)? = 2,00024449, v.v. ..

Dé dinh nghia téng quat, ching ta néi rang mot diém P khong biéu dién duge dudi dang sb thép
phan v6i mot sé hitu han céc chit s6 thap phan dude biéu dién dudi dang mot s6 thap phan tuan hoan
z,a1a2a3 . .. néu diém dy nam trong khoang c6 do dai 107" véi z,ajazas . . ., a, 1a diém mit dau.

Nhu vy ching ta da thiét 1ap su tuong tmg gilta tat ca cac diém cla truc sb6 va tat cd cdc phan
s6 thap phan (hitu han va vo han). Bay gid chiing ta dua ra mot dinh nghia mé dau: “s6” 1a mot s6
thap phan hitu han hodc v6 han. Nhitng s6 thap phan vd han khéng hién thi cho s6 hitu ty dude goi
14 nhitng s6 vo ti.

Cho dén gitta thé ky XIX nhitng 1y gidi tuong tu nhu nhitng 1y gidi nhu trén van dugde coi 1a di
dé xay dung hé théng sb6 hitu ty va vo ti, su lién tuc ctia s6. Nhitng thanh tyu phi thudng ciia toan
hoc bit dau tir thé ky XVII, dic biét su phat trién ciia hinh hoc giai tich va phép tinh vi phan, da
dua hin trén quan niém nhu thé vé hé théng s6. Tuy nhién khi xem xét lai mot cdch ¢6 phé phan céc
nguyén tac va cing cb lai céc két qué, ngudi ching ta cdm thiy ngay cang phan tich roé rang, chinh
x4c va sdu sac hon khai nién s6 vo ti. Nhung trude khi phéc hoa 1y thuyét vé sb lién tuc hién dai,
chiing ta can xem xét va lam rd (mot phan nao d6 dua trén co sé truc gidc) mot trong nhitng khai
niém todan hoc co ban: “khéi niém gidi han.

2.3.3 Gidi han, ciap s6 nhan vd han.

Nhu da biét trong muc trude, c6 khi mot s6 hitu t§ s nao d6 duge xap xi bang mot day cac sb hitu
ty khic s, trong dé chi s6 n nhén tit ca cac gid tri 1, 2, 3,... chang han véi: s =1/3, thi s; = 0,3,
s9 = 0,33, s3 = 0,333 v.v... Mot thi du nita, ching ta chia khoidng don vi ra hai phan bing nhau,
roi lai chia ntta thit hai thanh hai phan bang nhau, rdi chia khoang thit hai vita tim dudce thanh hai
phan bang nhau v.v. .. cho dén khi khoAng nhé nhat tim dugc bang cich nhu thé bang 27", trong dé6
n 13 s6 cho trude tiy ¥ 16n, chdng han n = 100, n = 100000 v.v.. sau d6 cong tat ci cic khoang d6 lai
v6i nhau (khong ké khoang cudi ciing), chiing ta duge do dai
sn=%+i+%+%+---+2in (2.3.5)
Chiing ta thdy rang s, khac 1 mot lugng (1/2)" va su sai khdc d6 nhé bao nhiéu ciing duge, hoic
“dan t6i 07 khi n ting v6 han. N6i rang hiéu d6 bang 0 khi n “vé han” 1a khong c6 nghia. V6 han
trong toan hoc lién két véi mot qué trinh nao dé khong cé cai tan cting va khong khi nao lién hé véi
mét dai luong thuc tai. Dé mo ta su bién thién cia sn, ching ta néi rang téng sn dan t6i giéi han 1
khi n dan t6i vo han, va viét la:
1 1 1 1

l=S+m+mto

5t T (2.3.6)
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trong d6 vé phai 14 mot day vo han. Khong nén hiéu ding thic sau cling nay theo nghia cong vo han
cac s6 hang: dé chi 14 cach viét tat cia su kién: 1 14 giéi han clia céc téng hitu han sn khi n dan téi
v6 han (nhung khong bao gid bing v6 han). Nhu vay, ding thiic 2.3.6 ¢6 mét § nghia chinh x4c thé
hién qua day tit bat budc sau day:

1 bang gi6i han khi n tién téi vo han ctia biéu thitc:

11 1 1
Sn—5+§+2*3+"'+27 (2.3.7)
va viét ngin gon hon nhu sau:
Sp — 1 khi n — oo. (2.3.8)

Khi néi vé céc gisi han, ching ta con xem xét thém mot thi du nita. Vi —1 < ¢ < 1, nhu g = %,
q= %4, ching ta ¢6 mot day vo han céc lay thiua cia q:

n

.4 ¢, q"....q",...

sé tién dan dén 0 khi n tang. Néu q la s6 4&m thi dau ctia ¢" xen ké nhau: sau + dén - va ngudc lai.
Bai thé ¢ dan t6i 0 “tit hai phia”. Chiang han néu:

1 1
=_thig?=-,¢>=127,¢" = =,...,
q 1q 9 q q 31
trong khi néu:
-1 -1 1
— thi 2_ - 3 _ 4
q o 1q 47(] 7277(1 31’

Chiing ta khéng dinh rang: giéi han ciia ¢" bang 0 khi n tién t6i vo han, hodc viét bang ky hiéu la:
q" = 0khin—o0, nfu —1<qg<1 (2.3.9)

(Néu q > 1 hodc q < -1 thi ¢" khong dan t6i 0, ma ting 1én vo han vé gid tri tuyét doi).
Chiing ta nén néu ching minh chit ché ctia khang dinh 2.3.9. O phan trude ching ta da thiy rang
v6i moi n nguyén duong va p > —1 ¢6 bat ding thitc (14 p)n > 1 + np. Néu q la sb bat ki nim gitta

Oval,thidug= 0 c6 thé dit ¢ = 1/(1 + p), trong d6 p > 0. Tt d6 suy ra:
1 n
i (14+p)" >14np>np (2.3.10)
hay

0<q" < (2.3.11)

S
==

s . L 11 . N
Nghia 1a ¢, nam gitta s6 0 va s0 —.—, dan t6i 0 khi n tang vd han (vi p khong doi). Pieu nay cho
np
11 11

N

, nhu vay ¢ sé nam gitta s6 ——— va ——

c . . 1
thay ¢" — 0. Neu q la so am thi ching ta dat ¢ = — T
p

pn pn
s 11 2
thay vi nam gitta 0 va ——, 14p luén ciing sé dugce ket thiic nhu & trén.
pn
Bay gio chiing ta xét cAp s6 nhan:
Sn=14qg+P+¢@+...+¢" (2.3.12)

1 N s .
Truong hop ¢ = = da dudgc xét & trén). Nhu da chimg minh & phan trude, tong s, con c6 thé dugc
2

biéu thi duéi dang don gidn va ngin gon hon. Nhan s, véi q ching ta dugc:

@Sn=q+¢+¢+... +q"+¢"! (2.3.13)
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va lay 2.3.12 trit di 2.3.13 ching ta dudc két qua 1a:

(1—q)sp,=1—¢""

sau khi chia cho 1 — ¢:

_1—q”‘*‘1 _ 1

1—g¢q 1—-¢g 1—g¢q

47

(2.3.14)

(2.3.15)

Ching ta sé gip khai niém giéi han néu cho n ting lén vo han. Ching ta vita mdi thdy rang

¢t = ¢.¢" dan t6i 0 néu —1 < g < 1, do d6 c6 thé két ludn:

Sp — 1% khin — oonju —1<g<1 (2.3.16)
Ciing c6 thé viét duge két qui d6 néu dung day vo han:
1+q+q2+q3+---:1iq,khz’—1<q<1 (2.3.17)
Thi du:
1+;+212+213+...:1_§:2 (2.3.18)
tuong g hoan toan véi ddng thitc 2.3.6; ching ta cing cé:
hay néi cach khac 0,9999... = 1. Hoan toan tuong tu nhu viy, s6 thadp phan hitu han 0,2374 va s

thap phan v6 han 0,23739999. .. sé dugdc bicu thi cing mot s6. Chiing ta sé trd lai khai niém giéi han
trong chuong VI khi xem xét van dé nay v6i quan diém hién dai va chét ché hon vé mat logic.
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Bai tap:
1. Chimgminh 1 —g+¢*—¢* —¢*--- = ﬁlq, néu |q|<1
2. Tim gi6i han cta chudi a1,as,as,... 6 day a, =n/(n+1)?

(goi ¥: viét lai n/(n+1) =1 —1/(n + 1), thiy rang sb hang tht 2 tién t6i 0.)

3. Xéac dinh gidi han cta:

m khi n — oo
(goi y viét lai dusi dang:
1+1+5
1-14 4

4. Chiing minh, véi |q|<1 thi:

1+2q+3q2+4q3--~zm

5. X4c dinh gi6i han ctia chudi:
1—2¢+3¢ 4¢3+ ...

6. Xac dinh gigi han cta:

1+243+ - +n

.
n2

Y

12422+ 3% 4 +n?

°
n3

)

12 +23 4334 ... 3
4 )

n

2.3.4 Sb hitu ty va sb thiap phin tuin hoan.

Nhitng s6 hitu ti p/q khong bicu thi duge dusi dang s6 thap phan hitu han, cé thé phan tich dugc
thanh nhitng s6 thap phan vé han nhd phuong phap chia “kéo dai” théng thudng. S6 du trong mdi
giai doan ctia qud trinh ndy phai khac 0 vi néu khéng thé thi phan s6 da 1 hitu han. Nhitng s6 du
khéc nhau chi ¢é thé 1a nhitng s6 nguyén tit 1 dén q - 1, do dé c6 tat ca q - 1 kha ning dbi véi gia
tri ctia céc s6 du dé. Diéu nay cé nghia 1 sau q phép chia thi mot s6 du k nao dé sé xuat hién hai
lan. Nhung nhu thé thi tat ca cac s6 du tiép sau cling sé duge lap lai theo thit tu ma ching da xuat
hién sau lan xuat hién dau tién ctia sé6 du k. Béi thé, dang thip phan ctia moi s6 hitu ti déu cé tinh
chat tuan hoan, sau mot s6 s6 1& thip phan nao d6 thi mot nhém céc sb 1& thap phan s duge lap
lai v6 han lan. Vi du, 1/6 = 0.16666666...; 1/7 = 0.142857142857142857...; 1/11 = 0.090909.. .;
122/1100 = 0.11090909. ..; 11/90 = 0.122222222. ... (Vé nhiing s6 hitu ti dugc biéu thi dusi dang sb
thap phan hitu han, ching ta cht ¥ rang sau s6 1& thap phan cudi cting clia n6 thi chit s6 0 sé duge
1ap lai v6 han 1an, do d6, nhitng s6 hitu ti loai nay ciing khong bi loai ra khoéi nhan xét tong quit néu
trén). Qua nhiing vi du da dan ching ta thiy rang 6 mot sb dang thap phan ctia sb hitu ti thi “cai
dau” khong tuan hoan ding trude “cai dudi” tuan hoan.

Ngugc lai, ¢6 thé chimg minh ring moi sb thap phan tuan hoan 14 sb hitu ti. Ching han, ching ta
xét phan s6 thap phan tuan hoan:

p=0,332222. ..
33

C6 thé vidt: p = 166—%2J0_3(1+—10_1%—10_2+—“.)
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Biéu thtic trong ngoic 14 cap sé nhan vo han:

1 10
14107 4+ 102 +107° + - = = (2.3.20)
1— —
10
Nghia la:
33 10 2970420 2990 299
- 2%x1073. = = = = 2.3.21
P= 1000 T2 9 9.103 9000 900 ( )

Chimg minh ciing dude tién hanh nhu viy trong truong hgp tong quét, nhung doi héi phai dua
vao mot s6 ky hiéu cong kénh phtic tap. Ching ta xét phan sb tuan hoan téng quat:

p=0.a1a2a;3...ambibs...byb1by...bb1bs. .. by
Chung ta dat 0.b1by...b, = B la chu ky. Bay gic c6 thé viét:
p=0.a1a2a3...a;, + 107" B.(1+10" +1072" 4 107%"...).
Biéu thic trong ngodc 1a cdp s6 nhan v6 han v6i ¢ = 107", Téng cip s6 nhan nay theo cong thitc
2.3.17 bang # va ta co:

107™.B

m+ — 2.3.22
+1710*” (2:3.22)

p=_0.a1a92a3...a

Bai tap:
1. Khai trién céc phan s6 —, —, —, —, —, —, thanh phéan s6 thiap phan va xéc dinh chu ki.
117137137 13" 17" 17
2. S6 142,857 c6 tinh chat 1a khi nhan véi bat ki s6 nao trong céc sé 2, 3, 4,5 hoac 6 chi duge
. . . 1
mot hodn vi vong tron cia chinh né. Khai trién tinh chat nay, st dung khai trién cta 3 thanh

phan s6 thap phan.
3. Khai trién s6 hitu ty cia bai tdp 1 tit hé thap phan sang hé co sb 5, 7, va 12.
. 1 .
4. Khai trién 3 thanh mdt s6 nhi phan.

5. Viét 11212121... thanh dang phan s6. Tim gi4 tri ctia ctia s6 thanh néu né & trong hé théng
co s6 3 hodc 5.

2.3.5 Dinh nghia téng quat sé hitu ty bing cic doan thing

Chting ta dua ra dinh nghia so bd & trang trude la: “S6” 1a s6 thiap phan hitu han hodc vo han.
Chiing ta da qui u6c goi nhitng s6 thap phan khong hién thi duge bdi phan sb 1a sé vo ti. Dua vao
nhitng két qua thu dudce trong muc trude, ching ta cé thé phit biéu nhu sau: “sd lién tuc hodic hé
thong céc s6 thuc (6 day s6 “thuc” dbi 1ap véi s6 “40” hodc “phiic” sé gi6i thiéu 6 §5) 1a toan bo cic
s6 thap phan vo han. (khi viét thém cdc s6 0 vao thi s6 thap phan hitu han c6 dang vo han, hodc c6
mot phuong phap khac thay chit s6 cudi cling a ciia phan s6 bdi a — 1 1di thém vao didy mot day vo
han s6 9. Ching han 0,999... = 1, xem muc 3). S6 hitu ti 1a s6 thap phan tuan hoan, s6 vo ti 1a s6
thap phén khong tuan hoan. Song, mot dinh nghia nhu vay 1a chua hoan toan day di. Thuc vy, nhu
chiing ta da thay trong chuong I, hé thap phan vé ban chit khong c6 gi dic biét so vdi cic hé théng
khac. Chang han, ching ta ciing c¢6 thé xi 1y hoan toan nhu thé dbi v6i hé nhi phan. Do d6, viée dua
ra mot dinh nghia téng quéat hon ciia continuum s6, doc 1ap véi viée chon co s6 10 hoiic co s6 bat ky
nao khéc, 1a rat can thiét. Cé 18, phuong phap don gian nhat dé khéai quat hoéa la nhu sau:
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Chiing ta xét mot day nao d6 céc doan thang I, I», Is, . .. I,, v6i cdc dau mit hitu ti; ching ta gid
thiét rang mdi doan tiép sau déu nam trong doan trudc va do dai doan thit n (I,) dan t6i 0 khi n
tang v han. Ching ta goi day cic doan “long” v6i nhau nhu vay 1a day cic doan thit. Trong trudng
hop thap phan thi d6 dai In bang 10™", nhung n6 c6 thé bang 27", hodc chi can né nhé hon 1/n cing
duge. Bay giv, ching ta dua ra mot ménh dé sau day duge xem nhu mét dinh dé hinh hoc co ban
v6i moi day cac doan thit: Véi moi day cic doan thit, ton tai mot va chi mot diém trén truc sb nam
trong moi doan thing dé (R4t 6 rang rang khong thé ton tai qua mot diém nhu vay vi do dai céc
doan thing dan t6i 0, ma hai diém khéc nhau thi khong thé & trong mot doan thing c6 d6 dai nho
hon khoang cach gita hai diém ay). Diém d6, theo dinh nghia, dugc goi la s6 thuc, néu khéng hitu ti
thi duge goi 1a vo ti. Nho dinh nghia nay, ching ta thiét 1ap dudc su tuong ting hoan toan gitta cac
diém va céc s6. O day, khong c6 gi hoan toan méi: dé chi 1a dinh nghia s nhu mot s6 thap phan vo
han du6i dang tong quat hon ma thoi.

0 day, han moi ban doc sé c6 nhiing hoai nghi hoan toan c¢é co s6. Thuc ra thi “diém” trén truc
s6 khong tuong ting véi s6 hitu ti ndm trong moi doan thit, 13 cai gi? Cau tra 15i ciia ching ching
ta la nhu sau: sy ton tai nhitmg diém trén truc sb (xem nhu moét hinh dnh hinh hoc) trong moi doan
thit ¢ cdc mut hitu ti 1 mot dinh dé hinh hoc co ban. Khéng can qui né vé nhitng ménh dé toan hoc
khac. Ching ta thita nhan né nhu da thita nhan céc tién dé va dinh dé khac trong todn hoc 1a dua
vao su ¢ 1y vé mat truc gide va dua vao 1gi ich ciia né trong viéc xdy dung mot hé théng ménh deé
toan hoc lién tiép. Mot cach thuan tiy hinh thitc chiing ta c6 thé xuit phat tit mot truc sé ma ching
ta tudng tuong chi gdm nhitng diém hitu ti rdi sau dé dinh nghia diém v6 ti nhu moét ky hiéu biéu thi
cho mot day cic doan that nao dé.
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Hinh 2.4: C4c doan thit. Gi6i han cia cac day

Diém v6 dugc x4c dinh hoan toan béi mot day cic doan thit ma d6 dai dan t6i 0. Nhu thé dinh
dé co ban ciia ching ta da thuc sy 13 mot dinh nghia. Sau khi day cic doan that da duge dua vao
nhd true gidc nhim khing dinh “su ton tai” cta diém vo ti thi, viée thita nhan mot dinh nghia nhu
thé c6 nghia 1 su vitt bo “cdi mang” truc gidc ma lap ludn ciia ching ta da dua vao dé va, da y thiic
duge rang moi tinh chat todn hoc cta céc diém vo ti 14 c6 thé nhan thitc duge va bidu dién duge véi
tu cach cac tinh chit ctia day céc doan thit. V6i quan diém toan hoc thuan tdy thi, diéu quan trong
& day 14, néu thita nhan dinh nghia sb vo ti nhu day céc doan thit, ching ta c6 thé dinh nghia phép
cong, phép nhan v.v... va quan hé bat dgng thitc bang cach mé rong truc tiép cac dinh nghia tuong
ting trong trudng sb hitu ti, do dé bao toan ca nhimg dinh luit co ban trong trudng sé hitu ti. Ching
han, mudn tinh téng hai s6 vo ti a va § nhd hai day cic doan thit xac dinh ra cc sd a va 3, ching
ta xay dung mot day cdc doan thit méi bang cach cong céc diém dau va diém cubi tuong tmg clia cic
doan thing ndm trong cc diy cho trudc véi nhau. Ciing ¢ thé lam nhu vy véi tich o8, hidu o — 3
va thuong g Dua trén nhitng dinh nghia nay con c6 thé chiimg t6 rang céc dinh ludt sé hoc da duge

B
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xét dén trong phan 1 ctia chuong nay sé khong bi hity bé khi chuyén sang s6 vo ti. Chiing ta sé khong
trinh bay ti mi van de dé & day.

Viéc thit lai tat ca cac dinh luat trén 13 don gidn va dudce thuc hién mot cach truc tiép khong céd
khé khin gi dic biét, nhung né c¢é thé giy ra su budn chan cho nhimg ban doc méi bt dau con dang
cht ¥ nhiéu dén van dé c6 thé lam gi nhd vao todn hoc hon 14 viéc phéan tich cic co sd logic ciia né.
Khoéng hiém cé nhitng cudén gido khoa mdi nhat vé todn ngay tit nhitng trang dau tién da cho nhiing
Iy giai cau ky vé hé théng sb thuc. Ban doc nao da khong dé ¥ dén nhiing trang sach d6 cé thé yén
tam vi, cho dén tan cudi thé ky XIX, tit ca cidc nha toin hoc 16n déu con phat minh trén co sé khai
niém “ngéy the” vé continuum sb bang truc gisc.

Cudi ciing, vé quan diém vat 1y hoc thi dinh nghia s6 v6 ti thong qua day céc doan thit phit hop
mot cach tu nhién véi su xdc dinh s6 mot dai lugng ndo dé bang mét loat cic phép do lién tiép véi
dd chinh xéc ngay cang 16n. Moi thao tac duge thuc hién dé do chidu dai ctia mot doan thing nio
dé ching han, chi ¢6 ¥ nghia thuc té trong pham vi sai s6 cho phép nao dé, do 16n ciia sai s6 nay do
do chinh x4c cia dung cu quyét dinh. Vi cdc s6 hitu ti 14 trit mat khip noi trén truc s6, cho nén mot
thao téc vat 1y nao d6, du chinh x4c dén dau ciing khong cho phép phan biét do dai cho trude 1a hitu
ti hay vo ti. Vi thé, cé thé cho rang khong can dén sb vo ti dé mé ta céc hién tuong vat 1y. Nhung
trong chuong VI ching ching ta sé thiy ro6 wu thé thuc su cia viée ding sb vo ti dé mo ta vé mit
toan hoc céc hién tugng vat 1y, thé hién & su don gidn héa la thudng qué trinh mo t4 nhd kha ning
stt dung tu do khéi niém giéi han ma co sd clia né 1 continuum sb.

2.3.6 Céc phuong phap dé xéc dinh sb vo ti. Lat cit Dedekind

Richard Dedekind (1831 - 1916) - m6t trong nhitng ngudi diit co sé xuit sic nhat cho viéc phan
tich céc co sd ciia toan hoc vé mit logic va triét hoc, da chon mét con duong khac dé dinh nghia sb
vo ti. Bai bdo ctia 6ng “Stetigkeit und irrationelle Zahlen” (1872)! va “Was sind und was sollen die
Zahlen” (1877)% da c6 4nh hudéng sau sic dén viéc nghién cttu nhitng nguyén 1y co ban ciia toan hoc.
Dedekind da thich nhitng khai niém triru tuong tong quat hon 1a nhitng phép dung cu thé kiéu nhu
day céc doan thit. Qui trinh ctia éng dua trén tu tudng “lat cit”. Bay gid ching ta sé trinh bay qui
trinh doé.

Ching ta gia thit rang bang mot cach nao dé ching ta da phan chia tap hop sb hitu ti thanh hai
16p A va B sao cho moi s6 b ctia 16p B 16n hon moi s6

ctia 16p A. Moi sut phan chia nhu thé goi 1a mot 1t cit trong pham vi hitu ti. Néu lat xat dugc
thuc hién thi phai xdy ra mét trong ba kha nang logic sau day:

1. Ton tai mot phan i 16n nhit o* trong 16p A. Kha ning ndy sé xdy ra, ching han trong trudng
hop 16p A chita tat ca s6 hitu ti < 1 va 16p B chua tat ca sd hitu ti > 1.

2. Ton tai mot phan tit nhé nhat b* trong 16p B. Kha ning nay sé xdy ra ching han trong trudng
hop 16p A chita tat ci sb hitu ti < 1, 16p B chita tat ca s6 hitu ti > 1.

3. Trong 16p A khéong c6 phan tit 16n nhat, trong 16p B khong ¢ phan tit nho nhat. Lt cit loai
niy x4y ra, ching han, trong trudng hop 16p A chita moi sé hitu ti ma binh phuong clia ching
nhé hon 2 con 16p B chita moi s6 hitu ti ma binh phuong ctia ching 16n hon 2. Céc 16p A va B
nhu vay da vét hét moi sé hitu ti, béi vi chiing ta da chtmg minh khong cé s6 hitu ti nao binh
phuong lén bang 2.

Vé mit logic, trudng hop trong 16p A c6 phan tt 16n nhat a* va trong 16p B c6 phan ti nho nhat
b* sé khong thé xay ra, vi s6 hitu ti bao ham gitta a va b sé 16n hon phan tit 16n nhat trong 16p A va
nhoé hon phan t& nhé nhat trong 16p B; tic 14 khéng nam trong 16p A va ciing khong nam trong 16p
B.

Theo Dedekind, trong trudng hgp tht ba - tiic 1a khi khéng c6 sb hitu ti 16n nhat trong l6p A
khong cé s6 hitu ti nhé nhat trong 16p B thi 1at cit sé 13 mot s6 vo ti nao dé. Dé dang thit lai rang
dinh nghia ctia Dedekind phit hop véi dinh nghia dua trén co sé cic doan 16ng vao nhau: tit mot day

!Tiéng Pric - nghia 13 “su lién tuc va sb vo ti”
2Tiéng Dtc - nghia 1 “sb 14 gi v sb phai nhu thé nao”
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nao dé cac doan 16ng nhau Iy, I, I3, . .. ching ta sé c6 mot 14t cit néu ching ta lay moi s6 hitu ti nhd
hon mut bén trai ctia it nhat mot doan I,, xép vao 16p A, con moi s6 hitu ti khac xép vao 16p B.

Vé miit triét hoc thi dinh nghia s6 v6 ti ctia Dedekind c6 mtc dé tritu tugng cao hon vi né khong
bi gi6i han trong mot qui ludt todn hoc xdc dinh cic 16p A va B nao. George Cantor (1845 — 1918)
da dé ra mét phuong phap khac cu thé hon dé dinh nghia continuum sé thuc. Thoat nhin thi phuong
phép nay khéc han véi phuong phap ding day cic doan thing long nhau va phuong phap ding lat
cit, nhung né tuong duong véi mdi phuong phép trén & chd, continuum sé thu dugde trén co sé ba
phuong phép c6 nhitng tinh chat hoan toan gibng nhau. Tu tudng ctia Cantor xuat phét tir:

1. S6 thuc c¢6 thé xem nhu s6 thap phan v6 han,
2. S6 thap phan hitu han c6 thé xem nhu giéi han clia s6 thap phan v6 han.

Theo Cantorr, dé khéng phu thudc vao s6 thap phéan, ching ta thita nhan rang bat ki day
ai,as,as... cac so6 hitu ty 1la mot sd thuc. 0 day “su hoi tu” duge hiéu 1a hiéu “a,, — a,” giita
hai s6 hang ctia day dan t6i 0, néu m va n dong thdi tdng 1én vo han doc 14p v6i nhau (cic xap xi
thap phan lién tiép c6 tinh chat nay vi sau s6 1é thit n hai xap xi bat ky sai khac nhau it hon). Theo
phuong phép ctia Dedekind thi mét sb thue ¢ thé dude xac dinh béi nhitng day sé hitu ti khéc nhau,
cho nén can néi thém rang, hai day ai,as,as,... v by, bo, bs... sé x4c dinh ciing mot sb6 thuc néu
hiéu a,, — a,, dan t6i 0 khi n tang 1én vo6 han. Viéc dinh nghia phép cong, phép nhan v.v... theo con
duong Dedekind da vach ra sé khong gap khé khan gi.

2.4 Nhitng diéu can luu y trong pham vi hinh hoc giai tich

2.4.1 Nguyén tic co ban.

Ngay tir dau thé ky XVII, s6 lién tuc da duge thita nhan nhu 1a mot cai gi d6 duong nhién hosc
¢6 chiu mot sy phé phan qua loa, da tré thanh co sG clia toan hoc, dac biét ctia hinh hoc giai tich va
phép vi tich phan.

Viéc dua vao s6 lién tuc, cho ching ta kha ning ting v6i méi doan thang xéc dinh mot sé thue nhu
14 “d6 dai” ctia né. Nhung con c6 thé di xa hon nita. Khong chi do dai, ma néi chung, bat ky mot vat
thé hinh hoc nao ciing ¢6 ¥ nghia ctia né trong thé gii cac con s6. Bube quyét dinh theo hudng sb
hoc héa hinh hoc da duge Fermat (1651 - 1665) gidi quyét truée nam 1629 va Descartes (1596 - 1650)
gidi quyét trong nam 1637. Tu tudng co ban ciia hinh hoc gidi tich 1a viéc st dung “toa do” - nhiing
s6 lién két v6i vat thé hinh hoc cho trude va hoan toan dic trung cho vat thé d6. Phan 16n ban doc
da biét toa do vudng goéc hay toa do Dé-cac ding dé xac dinh vi trf mot diém tiy ¢ trén mit phing.
Chiing ta sé ding hai duong thang vuong géc véi nhau trén mit phing: “truc x va truc y”. Nhing
truc nay duge xem nhu cdc dudng thing sb c6 hudéng, chia ra bing cdc don vi nhu nhau. Méi diém P
(hinh 2.5) dugc cho tuong ting v6i hai toa do x va y.

AY

Hinh 2.5: Toa d6 vudng géc ctia mot diém.
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Nhiing toa d6 nay dude xdc dinh nhu sau: ching ta xét mot doan thing cé huéng (vector) di tir
“gbc” 0 dén diém P, rdi chiéu vuong géc vecto d6 xubng ci hai truc, duge doan chiéu OP’ va OQ’.
Véi hai s6 x va y - 14 s6 do d6 dai OP’ va OQ’ dudgc goi 1a toa d6 ctia diém P. Nguge lai, néu x va y
13 hai s6 bat ky cho trudc thi diém P tuong tng sé duge xdc dinh duy nhat. Néu ca hai sd x va y déu
duong, thi P nam trong géc phan tu thit nhat ciia hé toa do (hinh 2.6), néu x v y déu 4m thi hinh
P nim trong géc thit ba, néu x 4&m va y duong thi diém P ndm trong géc thit hai.

' &

il ¢

1T v

Hinh 2.6: Bén gbc phan tur.

Khoang céch gitta diém P; c6 toa do 1,y va diém P 6 toa d6 2, y2 duge cho béi cong thic:
dy = (21— 22)* + (y1 — 4o)° (2.4.1)

Diéu nay suy ra ngay tit dinh 1y Pitago (hinh 2.7)

Yy
Y A}
Y-Y
Y
0 X, o x

Hinh 2.7: Khodng cach giita hai diém

2.4.2 Phuong trinh ctia dudng thing va dudng cong.

Néu C 1a mot diém cb dinh c6 toa d6 x = a, y = b thi quy tich nhitng diém P cdch C mot khoang
r cho trude 13 dudng tron tdm C ban kinh r. T céng thic tinh khoang céch gitta hai diém 2.4.1 suy
ra nhitng diém nam trén dudng tron cé toa d6 x,y thoéa man phuong trinh:

(x—a)’+(y—b?=1r" (2.4.2)

Phuong trinh nay duge goi 1a phuong trinh ctia dudng tron vi né biéu thi diéu kién can va di dé
mot diém P toa dd x, y nam trén duong tron tam C béan kinh r.
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Hinh 2.8: Puong tron

Néu mé ngoac, phuong trinh c6 dang:
(x —a)*+ (y — b)* — 2ax — 2by = k (2.4.3)

trong d6 k = r2 — a® — b2. Dao lai, néu cho trudc phuong trinh dang 2.4.3 trong d6 a, b va k 1a nhiing
hang s6 tiy ¥ va tong k + a2 + b2 duong thi nhd qui trinh dai s6 “bd sung cho dd mét binh phuong”
chiing ta c6 thé viét phuong trinh d6 dusi dang:

(zr—a)’+(y—b?=r" (2.4.4)

trong d6 1?2 = k + a® + b%. Bay gid thi 16 rang rang phuong trinh 2.4.3 x4c dinh mét duong tron ban
kinh r tdm C ¢6 toa do a, b.

Vé hinh thtic, phuong trinh ctia duong thing con don gidn hon. Ching han, phuong trinh ctia truc
x ¢6 dang y = 0 vi v6i moi diém trén truc nay thi toa do y bang 0 va d6i véi nhitng diém khéc thi
khong nhu thé. Ciing vdy, truc y ¢6 phuong trinh x = 0. Cac dudng thang di qua gdc va chia doi géc
gitta cdc truc c6 phuong trinh 1a x = y va x = -y. D& dang chimg t6 ring moi dudng thing déu cé
phuong trinh dang:

ar +by =c (2.4.5)
trong d6 a, b, ¢ 13 nhitng hing sé dic trung cho dudng thang. Ciing nhu déi véi cac truong hop khac,

¥ nghia ctia phuong trinh 2.4.5 1a: mot cap sé thuc x, y théa man phuong trinh 1a toa d6 ctia mot
diém ndo d6 trén duong thang va nguge lai.

Hinh 2.9: Elip vé6i céc tiéu diém
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C6 thé, khi hoc ¢ nha trudng ban doc da biét phuong trinh dang:
S+5=1 (2.4.6)

biéu thi mét elip (hinh 2.10). Pudng cong nay cit truc x & cac diém A(p,0) va A'(—p,0) va cit
truc y & cac diém B(0,q) va B'(0, —q) [Ky¥ hiéu P(x,y) hodc (x,y) dugc dua vao dé viét cho gon, can
hiéu 1a: “diém P cé toa d6 x va y”]. Néu p > ¢ thi doan AA’ c¢6 d6 dai 2p dude goi 1a truc 16n ciia
elip, con doan BB’ ¢6 do dai 2q dugce goi 1a truc nhé cia elip. Elip 1 qui tich ctia nhitmg diém P ma
tong céc khodng cach dén cac diém F(1/p? — ¢2,0) va F'(—+/p? — ¢2,0) 1a 2p. Dé luyén tap, ban doc
¢ thé thit lai diéu d6 bang céch 4p dung cong thitc 2.4.1. Cac diém F va F’ dugce goi 1a tiéu diém cia

L 2_ 2 . Y A .
elip, con ti s0 e = pp L duge goi 1a tam sai.

Hinh 2.10: Hypebon véi cac tiéu diém

Phuong trinh dang:

2 2
S (2.4.7)

p q
biéu thi mét hyperbon. Pudng cong nay gom hai nhanh cét truc x & hai diém A(p, 0) va A’(—p, 0)(hinh
2.10). Doan AA’ ¢6 d6 dai 2p dudc goi 1a truc thic clia hyperbon. Hyperbon ra xa vo tan, tién dan t6i
hai dudng thing qx & py = 0 nhung khéng c&t ching; nhiing duong thang dé dugce goi 1a céc dudng
tiém can cta hyperbon. Hyperbon 1 qui tich nhitng diém P’ ma hiéu cic khodng cich dén hai diém
F(V/p% = ¢2,0) va F'(—/p? — ¢2,0) c6 gia tri tuyét ddi bang 2p. Trong trudng hgp nay, nhitng diém

2 . /n2 _ a2
F va F’ cing dugc goi 1a cac tiéu diém; tam sai ciia hypebon 1a ti 86 e = % Phuong trinh:
xy =1 (2.4.8)

ciing xac dinh mot hyperbon, nhung cdc dudng tiém cén la hai truc x va y (h.18). Phuong trinh ctia
hyperbon “déu” nay cé y nghia vé mit hinh hoc, 14 dién tich hinh chit nhat tmg v6i moi diém P cta
dudng cong déu bang 1. Dang téng quéat hon ctia hyperbon déu:

xy =1 (2.4.9)

trong d6 c 1 hang s6, chi 1a trudng hop riéng ctia hyperbon, ciing nhu dudng tron 13 truong hop riéng
ctia elip. Dic diém riéng ctia hyperbon can 1a hai tiém cin ctia n6 (& day 1a hai truc) vuéng géc véi
nhau.

Déi véi chiing chiing ta thi tu tudng chii dao sau day 1a diéu dang cht ¥ nhat: c6 thé hoan toan
md ta dude cac dbi tuong hinh hoc dudi hinh thic s6 hoc hodc dai s6. Ddi véi cadc phép todn hinh hoc
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ciing ding nhu vay. Chiang han, néu mudn tim giao diém cta hai dudng thing, thi ching ta xét hai
phuong trinh:

ar +by=c
{ o by,y - (2.4.10)

Mubn tim cic giao diém cia hai dudng thing nay chi can giai hé 2.4.10. Cling vay, giao diém cta hai
duong cong tuy y (chéng han, dudng tron z2 + y% — 2ax — 2by = k va dudng thing az + by = c¢) duge
tim bang cach gidi hé gom hai phuong trinh dé.

¥

Hinh 2.11: Hypebon can dién tich hinh chit nhat xdc dinh béi diém P(x;y) bang 1

2.5 Giai tich toan hoc cai vo han
2.5.1 Céc khéi niém co ban. Day sb ty nhién

Chubdi sb nguyén duong 1,2,3... 1a mdt thi du dau tién, quan trong nhat ctia tdp hgp vo han.
Khong c6 gi 14 bi hiém trong van dé xem day d6 1a vo han, né “khéng cé tan cting”: dit s6 tu nhién n
16n dén dau ciing c6 thé tim duge mot s6 khac n + 1 ding sau né va 16n hon né. Nhung khi chuyén
tit tinh ngit “vd han” thuc chat cé nghia 13 “khéng cé tan cing” dén danh tit “sy vo6 han” thi khong
thé dua vao mot giai thiét 1a: “su vo han” (dude ky hiéu o) duge xem nhu mét con sé thong thudng.
Khong thé dua ki hiéu oo vao hé théng s6 thic ma khong dan t6i sy hity bd cac dinh ludt co ban ciia
s6 hoc. Hon nita, tu tuéng vo han con thAm nhap vao toan bd todn hoc, bdi vi cic su vat toan hoc
thuong dude nghién citu khong phai véi tu cach cdc cé thé - riéng biét ting cai - ma véi tu cach cac
phan ti ctia nhitmg 16p hodc nhimg tadp hop chita vo sb cdc phan tit cing mot loai, ching han, tap
hop céc sb tu nhién, sé thuc hodc tdp hop cic tam gidc trong mit phing. Chinh vi nguyén nhan nay
ma can phan tich chinh x4c vé mit toan hoc su vo han. Ly thuyét tdp hop hién dai do Geog Cantorr
va truong phai ctia dng sang lap vao cudi thé ky XIX, da giai quyét van dé nay va dat dugc nhiing
két qui dang ké. Ly thuyét tip hop ctia Cantorr da tham nhap sdu vao nhiéu nganh toan hoc va da
c6 anh huéng 16n dén ching, né da cé vai tro dic biét xuit sic trong cdc cong trinh nghién citu ¢é
lién quan dén co sé logic va triét hoc ciia toan. Khai niém tap hop 13 khai niém co ban ctia 1y thuyét
Cantorr. D6 chinh 14 mot nhém céc su vat (cdc phan tit) duge xéc dinh theo moét qui tic nao d6 cho
phép chiing ta cé thé phan doan dude rang mot st vat cé thude hay khong thude vao nhém céc su vat
dy hay khong. Cé thé dung tap hop s6 tu nhién, tdp hgp cidc phan sé thap phan tuan hoan, tap hop
cdc sb thue hodc tdp hop cdc dudng thing trong khong gian ba chiéu lam vi du.

Muén so sanh cac tdp hop vé mit “sd lugng” cdc phan t& cé trong ching, can phai dua vao trong
Iy thuyét nay khai niém “su tuong duong” giita cac tdp hop. Néu c6 thé cho tuong ting ting doi cac
phan t clia hai tdp hdp A va B sao cho méi phan tit ctia tdp hop A tuong ting v6i mot va chi mot
phan t ctia tap hop B, moi phan tit ctia tdp hop B ciing tuong tng véi mot va chi mot phan tit clia
tap hop A thi su tuong tmg nhu viy duge goi 13 1 - 1. Ching ta néi rang, hai tip hop A va B tuong
duong v6i nhau. Khai niém tuong duong ciia cdc tap hop hitu han trung véi khai niém bang nhau veé
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s6, bdi vi hai tdp hop hitu han c6 tuong tng 1 - 1 khi va chi khi chiing c6 cing mdt sb phan tit. Can
luu ¥ rang phép dém ciing dua trén co sé nay vi khi ching ta “dém” céc phan ti ciia mot tap hop thi
qué trinh dém 1A su xdc dinh mot tuong ing 1 - 1 gitta cdc phan tit ctia tap hop va cac s6 1, 2, 3...,
n.

Muén thiét 14p su tuwong duong gitta hai tdp hdp hitu han, c6 khi khong can “dém” cic phan tit.
Chéng han nhu khong can dém ciing biét tap hop hitu han cdc dudng tron c6 ban kinh don vi 13 tuong
duong véi tdp hop cac tam cia ching.

Y tudng ctia Cantorr 13 mé rong khai niém tuong duong t6i tAp hop vo han, dinh nghia “sé hoc”
clia vo han. Tap hop cdc sb thuc va tap hop cdc diém trén duong thing 13 tuong duong, vi sau khi da
chon gbc va doan thang don vi thi dudng thing cho trude tré thanh “dudng thing s6” va mdi diém P
ctia né tuong tmg 1 - 1 v6i mot sd thue x nhu 14 toa do cta diém ay:

Céc sb chan tao thanh mot tdp hdp con clia tap hop céc s6 tit nhién, con tit ca cic s6 nguyén 1ap
thanh mot tap hop con céc s6 hitu ti (khi néi vé tap hgp con ctia mot tap hop S, nghia 13 mot tap S’
gom mot vai, nhung khong phai tat cd cic phan tit ctia S). RO 14, néu mot tap hop hitu han, tic 1a
chita n phan ti, thi khong thé tuong duong véi bat ky mot tdp hgp con nao ctia né, béi vi moi tap
hop con chita nhiéu nhat n - 1 phan tit. Nhung néu tap hgp cho trudc chita v sé phan tit thi né cé
thé tuong duong véi mot tap hop con ctia né. Vi du:

thiét 14p su tuong tmg 1 - 1 giita tip hop cac s6 tut nhién va tap hop cic sb duong chan. Hai tap
hop nay 13 tuong duong, tuy rang tap hop thit hai 14 tap hop con ciia tap hop thit nhat. Diéu nay mau
thuan v6i chan 1y phd bién “toan thé 16n hon mot bo phan” chimg t6 ¢ nhitng diéu la ling dang chd
doi chiing ching ta trong pham vi “sd hoc vo han”.

2.5.2 Su dém dudc ciia tap hop sb hitu ti va sy khdng dém dudc ciia continuum

Mot trong nhitng phit minh ctia Cantorr trong giai tich vo han 1a tap hgp s6 hitu ti (nhan tép
hgp v6 han s6 tu nhién lam t4p hgp con thi ban than né phai vo han) tuong duong véi tap hop sb tu
nhién. M6i nghe thi ¢é vé la lting, tap hop sé hitu ti & khip noi ma lai khong c¢6 nhiéu phan tit hon
tap hon s6 tu nhién c6 nhitng phan t& “phan tin” rai rdc cdch nhau khé xa hay sao. Thuc viy, dé
béo toan thi tur tang dan, ching ta khong thé xép diic cic s6 hitu ti dudng nhu da c6 thé lam véi cac
s6 tu nhién: s6 nho nhat a 1a s6 dau tién, s6 b tiép sau né 1a s6 thit hai v.v..., van dé 1a & chd céc sd
hitu t1 & khip noi, vi thé khong thé chi ra mét s6 nao trong ching 13 “tiép theo sau vé d6 16n”. Nhung
Cantorr da luu ¥ rang, néu bd yéu cau “sip xép theo do 16n” thi cé kha ning sip dit tat ca s6 hitu
ti thanh mot day 1,72, r3, 74, ... tuong tu day sb tu nhién. Su sip xép cic phan ti ciia mot tap hop
nao d6 thanh day thuong duge goi 1a phép danh sb tap hop d6. Tap hop cé thé danh sé duge goi 1a
tap hgp dém dudc. Khi chi ra mot trong nhitng phuong phap danh s6 tdp hdp s6 hitu ti va do dé ma
thiét 14p tinh dém dugc ciia n6, Cantorr da chitng t6 rang tap hop hitu ti tuong duong véi tap hop sb
tu nhién, béi vi:

tao nén su tuong ting don tri hai chiéu gitta hai tap hop. Bay gio ching ta sé trinh bay mot phuong
phap danh s6 tap hgp s6 hitu ti.

Moi s6 hitu ti duge viét dusi dang a/b , trong d6 a va b 1a cdc sé nguyén, tat cd nhitng sb nay cé

thé dit trong mot mang, véi a/b trong cot thit a va dong thit b. Thi du 3/4 & cot thit 3 va dong thit
4 ctia bang dudi day. Tat ci sb hitu ti bay gid c6 thé xap xép theo céch nhu da chi trén hinh 2.12.
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Hinh 2.12: Panh sb céc sb hitu ti

Két qué chuyén dich theo dudng gap khic dan ching ta dén day sb hitu ti: 1, 2, 1/2, 1/3, 2/2, 3,
4,3/2,2/3,1/4 ... Bay gid chiing ta bo tat ca cdc phan sb ma tit s6 va mau sd cé cling ude chung, vi
mdi sb hitu ti xuat hién chinh xdc mot lan va trong dang tdi gidn nhat ctia né. Vay ching ta c6 chudi
1,2,1/2,1/3,3,4,3/2,2/3,1/4, ... chita tit ca s6 hitu ti duong mot va chi mot lan. Diéu nay cho
thay tap hop cac s6 hitu ti duong 1a dém duge. Chi ¥ rang cic s6 hitu ti tuong tng 1 - 1 véi cac diém
hitu ti trén truc s6, cho nén c6 thé néi rang tap hop cdc diém hitu ti duong trén truc sb 14 dém duge.

Bai tap:

1. Cho thay tap cac s6 nguyén duong va am la dém dugc. Cho thiy tap céc sé hitu ti duong va
am 13 dém dudgc.

2. Cho thay tap hop S+P la dém dugc néu S va P 1a tap hop dém duge. Tong quét véi 3, 4,. ..
hay n tap hop.

Néu nhu tap hgp céc s6 hitu ti 1a dém duge thi phai ching moi tap hop vo han ciing dém dudc,
va nhu viy, tat nhién toan bo giai tich ctia vo han sé két thic. Nhung hoan toan khong phai nhu vay.
Phét hién sau day ctia Cantorr ciing cyc ky quan trong: tdp hop sé thuc (sé hitu ti va vo ti) khong
dém duge. Néi cach khéac, tdp hop s6 thuc 1a mot kicu “vé han” hoan toan khéc (bac cao hon, nhu
chiing ta thuong néi) so véi tap hdp chi gom toan s6 nguyén hodc chi gom s6 hitu ti. Chimg minh
“gian tiép” ddc ddo ctia Cantorr vé sut kién nay l1a mau muc cho nhiéu chitng minh khac trong ton
hoc. Tu tudng lap luan clia ching ta nhu sau: chiing ta xuat phét tit gid thiét 1a moi sé thuc déu da
danh s6 hét va sip xép ching thanh day, sau d6 ra chi ra mot sé khong nam trong day trén. T d6
nay sinh mau thuan. Vi ching ta da gia thiét moi sb6 thuc déu nim trong day trén thi néu nhu cé it
nhit mot sé khong ndm trong day trén thi gia thiét sai. Do dé khang dinh tinh dém dugc cta tap sb
thue 14 khong ding. Khong con céch nao khéc 1a phai thita nhan: tap hop sé thuc khong dém dugc.

Cu thé lap luan nhu sau. Gia thiét moi s6 thuc biéu thi dusi dang thap phan v6 han (cic sb thap
phan hitu han duge viét lién sau bai vo han cic s6 0) duge sip xép thanh day:

S6 thit nhat: | Ni,a1,a9,as3,a4,0as. ..
S6 thit hai: No,b1,b2,b3,b4,05. ..
S6 thit ba: N3, c1,C2,C3,C4,C5. ..

trong dé N biéu dién phan nguyén, con cac chit cii a, b, ¢, ... biéu dién phan thap phan. Ching ta
gia thiét day s6 bao gom moi sd thue. Phan quan trong ctia ciia chttng minh 1a xay dung mot sé méi
nhd “qui trinh dudng chéo” ma cé thé chiing t6 dude sd nay khong cé trong diy ciia chiing ta. Ching
ta sé xdy dung mot sb nhu thé. Mudn vay, ching ta lay chit s6 a tuy ¥ khac al, ngay sau dau phay,
khac ca 0 va 9 nita (dé tranh trusng hop kiéu nhuw 0,999. .. hay 1,000...); sau dé lay chit sé tht hai
b khéc ba, 0 v 9; chit s6 thtt ba ¢ khic c3, 0 va 9 ... (vi du, néu a = 1 thi ldy a; # 1, nhu la a = 2,
tuong tu véi b, ¢, d, e ...).Bay gid chiing ta dudc s6 thap phan vé han:

z =0, abcde. ..
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S6 méi z nay khong nam trong day ciia ching ta. Thuc vAy, né khac sd thit nhat béi chit s6 dau
tién sau dau phay, sé thit 2 béi chit s6 thit 2, néi chung 1a khéc sé thit n bdi chit s6 thit n sau dau
phay. Nhu viy khong c6 sb z trong diy tat ca cac sb thuc ciia ching chiing ta. VAy tap sd thuc khong
dém dugc.

Ban doc c6 thé sé tuéng rang su khong dém dugce ciia continum 13 béi sy kéo dai v han ctia dudng
thang, va mot doan thing hitu han sé chita mét tap hop vo han diém dém duge. Mubn thiy r6 chd
sai ctia ménh dé trén, chi can xdc nhan rang moi continum sé xét vé toan bo 14 tuong duong v6i mot
khodng hitu han nao d6, chang han khoang tir 0 dén 1. Cé thé tim dude su tuong tng 1-1 nhu vay
néu bé gap khoang d6 & cac diém 1/3 va 2/3 rdi dung phép chiéu nhu da cé trong hinh 2.13. Qua dé,
chiing ta thAy mot khodng (va tat nhién, mot doan) hitu han chtta mot tap hgp khéng dém duge ciia

cac diém.
AR
// £ Ve i
S S | \ N

/' \

Hinh 2.13: Su tuong ting mot-mot gitta cac diém ciia mot khoang (bi gap lai) véi cac diém ctia dudng
thing

Con mot chitng minh khac cé tinh truc gidc hon vé su khong dém dude ciia cotinum. Cén ¢t vao
ménh dé sau ciing (hinh 2.14) thi chi can tap trung vao nhitng diém ctia doan don vi tit 0 dén 1.
Chting minh ciing 13 “gidn tiép” nhu chitng minh trudc. Gia thiét tap hop tat cd cic diém nam giita
0 va 1 c6 thé xép thanh day:

al,a2,a3,... (2.5.1)

Hinh 2.14: Su tuong ting mot - mot gitta cc diém ciia hai doan thing c6 do dai khéc nhau

Chiing ta hay nhdt diém c6 toa dd a; trong khodng ¢ dd dai 1/10, as bang khodng do dai 1/102,. ..
Néu moi diém giita 0 v& 1 ndm trong day 2.5.1, thi toan bo don vi sé duge phit bang mot tép hop vo
han céc khoang (c6 thé c6 phan chong chéo 1én nhau) c6 do dai 1/10,1/102,... Téng dd dai clia cic
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doan phu la:

11 1 1 1

R = — = 2.5.2

10 7102 T8 * s (252)
10

Nhu viy, gid thiét day 2.5.1 chita tat ci cdc diém thuc ciia doan don vi dan dén két ludn 13 cé thé
phti toan bo doan ¢6 d6 dai 1 bing céc doan thing c6 do dai tdng cong 1/9, diéu nay vé 1y. Ching ta
tam coi lap ludn nay nhu 13 ching minh méc di can phan tich sdu sic hon vé mit logic méi chit ché.

Tién thé, 1ap luan vira dan cho phép thiét 1ap mot dinh 1y ¢6 gid tri 16n trong 1y thuyét d6 do hién
dai. Thay thé nhimg khoang da néu & trén bang nhing khoang nhé hon c¢6 do dai e/10" |, trong d6
e 14 sb duong bé tuy ¥, ching ta thiy moi tdp hop diém dém duge trén dudng thing c6 thé pha béi
mot tap hop cdc doan cé do dai tong cong 1a e/9. Vi e bé tuy ¥ nén s6 sau cling ciing bé tuy y. Ding
thuat ngit ctia “Iy thuyét do do” ching ta néi tap hop diém dém duge c6 d6 do bang 0.

Bai tap:

1. Chimg minh két qua trén van con ding cho tdp dém duge clia cdc diém trén mit phing, thay
d6 dai doan thing bang dién tich hinh vudng.

2.5.3 “Ban s6” cua Cantor

Ching ta tém tit két qui da thu duge. S6 cdc phan tit ctia mét tdp hop hitu han A khong thé
bang s6 phan tit ctia tap hop hitu han khéc B néu A chtta nhiéu phan ti B. Nhung néu thay thé khai
niém “céc tap hop cé cting mot s6 hitu han cac phan ti khai niém téng quéat hon: “cac tap hop tuong
duong” thi khing dinh néi trén sé khéng con ding ddi véi céc tap hop vo han: tdp hop céc sb nguyén
chtta “nhiéu” phan t& hon tdp hop céc s6 chan, con tap hop cac sé hitu ti “nhiéu” phan t& hon tap
hop s6 nguyén, nhung nhu ching ta da biét, cac tdp hop d6 tuong duong v6i nhau. Cé thé ngd rang
moi tap hop vo han 1a tuong duong véi nhau, nhung Cantorr da bac bé ¥ kién dé: ton chiing tai mot
tap hop - cotinum cac s6 thuc - khong tuwong duong véi bat ¢t mot tap hop dém duge nao.

Nhu vy, c¢é it nhat hai “kiéu vo han” khéc nhau: vé han dém dugc clia céc s6 tu nhién va vo han
khong dém duge ctia cotinum. Néu 2 tdp hgp A va B (hitu han hoac v han) tuong duong véi nhau
thi chiing ta néi chting c6 cting ban s6 (hoic luc lugng). Ddi véi cdc tap hop hitu han thi ban sd duge
quy vé s6 tu nhién théng thuong, nhung khai niém ban s mang tinh chit téng quat hon. Hon nita,
néu tidp hop A tuong duong véi mot tip hop con nao dé clia tap hop B, ma B khong tuong duong véi
tap hop A va ciling khéng tuong duong véi bat cit bo phan nao ctia né thi theo Cantorr, chiing ta néi
tap hop B tuong duong véi ban s6 16n hon tip hop A. Viéc dung thuat ngit “sd” ciing phit hop véi
viéc diing né thong thudng trong trudng hgp tdp hop hitu han. Tap hop céc sd nguyén 1a tap hop con
ctia tap hop céc s6 thuce, trong khi d6 thi tdp hop cac s6 thuc khong tuong duong véi tap hop céc sd
nguyén va ciing khong tuong duong véi bat cit tdp hop con nao ciia né. Theo dinh nghia da néu thi
continum s6 thic tuong ing véi mdt ban sb 16n hon tap hop sé tu nhién.

Cantor da chting minh cé thé xay dung mot day vo han céc tap hgp vo han tuong ting v6i nhitng
ban s6 ngay cang 16n. Vi thé cé thé xuat phét tit tap hop céc s6 tu nhién cho nén chi can chitng minh
rang du tdp hop A cho truée nhu thé nao ciing c6 thé xay dung mét tap hop B khéc ¢é ban s6 16n hon
A. Do tinh khéi quét cao ctia dinh 1y nay cho nén chiimg minh ctia né khong tranh khéi triu tugng.
Chiing ta xac dinh tap hop céc phan tit clia né 1a tap hop tat ci céc tap con cb thé cb clia A. 0 day,
khi néi vé cdc “tap con” ctia A, chiing ta dé cdp dén khong nhitng chi “nhitng tip con thuc su” ctia A
ma, con ké ca A va tap hop rong (khong chita phan tit nao). Chang han, néu A gdm 3 sé nguyén 1,2,3
thu B chita 8 phan tit khdc nhau 1,2,3, 1,2, 1,3, 2,3, 1, 2, 3 va 0. Mdi phan tit ctia B chinh 13 mot tap
hop con gom bd nhitng phan t nao dé ciia A. bay gid, gia st B tuong duong véi A hodc mot tip con
clia A tirc 14 c6 mot quy téc tuong tGng 1-1 giita cdc phan tit ciia A hofic mot tip con ndo d6 ciia A
d6i véi tat ca cac phan tit ctia B:

a<— Sq, (2.5.3)
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trong d6 Sa biéu thi mot tap con ciia A tuong tng v4i phan tit a ciia tap hop

Chiting ta sé& di dén mau thudn néu chi ra duge mét phan tit ndo dé clia B, tiic 14 mot tap con T
nao d6 ctia tdp hop A ma khong tuong @ng v6i mot phan t a ndo. Mudn xay dung tdp hop con T
thi truée hét phai chid ¥ rang moi phan tit x cia A c¢6 2 kha nang: tip hdp Sx chita phan tit x hodc
khong chita x. Chiing ta sé xdc dinh T nhu mot tap con ctia A gdm tat cd cdc phan t& x sao cho S
khong chita x. Tap hop T dudc xac dinh nhu thé sé khic v6i moi Sa & it nhat 1a phan tit a, bsi néu
Sa chita a thi T khong chita a va néu Sa khéng chita a thi T chita a. Nhu vy, T khong nam trong
tuong tng 2.5.3. Piéu nay ciing chimg minh khéng thé thiét 1ap tuong tng 1-1 giita cdc phan ti cla
A (hodic ctia mot tdp con nao d6 ctia A) véi cdc phan tit ctia B. Nhung hé thitc

a<—a (2.5.4)

thiét 14p su tuong tng 1-1 gitta tat ci cdc phan tit clia A va mot tap con clia B gom céc tap con chia
mot phan t ciia A. Nghia 1, tdp hop B tuong tmg véi mot ban sb 16n hon ciia tap hop A theo dinh
nghia da dan & trén.

Liéu c6 thé dé dang xay dung mot tap hop diém c6 ban s6 16n hon tap hop diém ctia doan thing
don vi hay khong? Mot hinh vudéng c6 canh 1 (hinh 2 chiéu) phai chiang chita “nhiéu” diém hon doan
thdng “1 chiéu”? Nhung su that hoan toan khéc: ban sb ciia hinh vudng ding bang ban sb ctia doan
thang. Mudn chting minh chi can thiét lap tuong tng 1-1 gitta cic diém ctia hinh vudéng va céc diém
ctia doan thing. Ching ta sé ¢ ging lam viéc dé.

Néu (x,y) 1a toa do diém nao d6 ctia hinh vudéng don vi thi cé thé bicu thi cic toa dd x va y ciia
n6 dudi dang thap phan:

e x=0,a1a2a3a4...
o y=0,b1b2b3by4. ..

trong d6 dé tranh moi nghi ngd, ching ta quy wéc, chang han 1 /4 s& dudc viét dudi dang 0,25000. .. , ma
khong & dang 0,24999. .. Chiing ta sé cho tuong ting diém (x,y) & trén v6i diem Z = 0, a1byasboazbs. . .
ctia doan thang. TAt nhién, nhitng diém khac nhau (x,y) v (x’,y’) ctia hinh vuéng sé dugc tuong ting
v6i nhitng diém khéc nhau z va z’ clia doan thing. Diéu niy c6 nghia 13 ban s ctia tAp hop cic diém
ctia hinh vuéng khong vuot qué ban sb ctia tap hop céc diém clia doan théng.

(Thuec ra trong trusng hgp nay, ching ta chi thiét 1lap dudc tuong ting 1- 1 giita moi diém ctia hinh
vudng véi tap con cic diém ciia doan thing, chang han, sé khéng ¢ diém nio ctia hinh vudng tuong
tmg v6i diém 0,214090909. .. béi ching ta quy udc viét 0,25000... cht khong viét 0,24999. .. song,
ching ta c6 thé thay déi cich thiét 1ap tuwong tGng dé thuc hién su tuong tng 1-1 gitta tdp hop céc
diém ctia hinh vuéng va céc diém ctia doan thzamg). Mot 1ap luén tuong tu sé chimg t6 rang ban sb cia
diém ctia hinh 14p phuong ciing khong vuot qua ban sb clia céc diém ciia doan thing. Moi két qua d6
dudng nhu mau thuan véi quan niém truc gidc vé “thit nguyén”. Nhung can luu y nhiing tuong ting
da néu trén khong “lién tuc”. Khi ching ta di chuyén theo doan théng lién tuc tit 0 dén 1 thi nhing
diém tuong tng trong hinh vudéng khong tao thanh mét dudng cong lién tuc ma xuit hién theo mot
trat tu hoan toan “hén don”. Thit nguyén ciia mot tap hop diém khong nhimg chi phu thudc vao ban
s6 clia cac diém ma phu thudc viao cach sap xép ciia ching trong khong gian. Ching ta sé trd lai van
dé nay trong chuong V.

2.5.4 Phuong phap chitng minh gian tiép

Ly thuyét ban sb chi 13 mot trong nhitng quan diém ciia 1y thuyét tip hop tong quat do Cantor
xay dung, bat chap su chi trich ning né ctia nhitng nha toan hoc xuét sic thoi biy gio. Nhidu ngusi
trong d6 c6 Poincaré va Kronecker da phan dbi tinh khong xéc dinh ciia khéai niém tap hop tong quat
va chéng lai tinh chat kién thiét clia céc lap ludn dugce dp dung dé xéc dinh nhitng tap hop nao dé.

Trong s6 nhitng 14p ludn khong kién thiét, c6 nhitng chitng minh dude goi 1a “thuc su gidn tiép”.
Béan than nhitng chting minh gian tiép 1a mot yéu td thong th nhat clia tu duy toan hoc: dé xac nhan
sut ding dan ctia mot ménh dé A, dau tién ching ta gid st ménh dé khac A’ d6i lap v6i A ding; sau
dé, mét day chuyen lap ludn sé dan ching ta dén khang dinh ddi lap véi A’, diéu nay ching té su
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khong ding dén ciia A’. Dua vao nguyén tic co ban “bai trung” cia logic thi su ding dén cia A duge
suy ra tur su sai ciia A’

Ban doc da thdy mot loat céc thi du vé chimg minh gidn tiép rai rdc trong cudn sach nay. Trong
nhitng thi du d6 thi mot chiing minh gidn tiép c6 thé dude chuyén thanh mot chiing minh truc tiép
dé dang, nhung hinh thitc “gidn tiép” c¢é uwu thé & chd ngin gon va tranh dude viéc xem xét nhimng
chi tiét 1a thi yéu dbi v6i muc tiéu gan nhat dé ra. Con cé nhitng dinh 1y ma cho dén nay van khéng
c6 nhitng chiing minh nao khéc ngoai chting minh gian tiép. C6 thé néi ban chét ciia ching 1a thuén,
nhung khéng thé cé vé nguyén téc, nhiing chiing minh c6 tinh chit kién thiét cho ching duge. Ching
han d6 la dinh 1y néu 6 trang ... (***). Trong lich st todn hoc khong it nhing truéng hgp ma trong
khi moi ¢ ging ctia cdc nha todn hoc nham xay dung (“kién thiét”) 15i giai ciia nhitng bai toan nio
d6 ma sy giai duge cua ching duge xac nhén, thi ¢c6 mot ngusi nao dé6 da vugt qua duge moi trd ngai
nhd mot 1ap ludn “gidn tiép” khong kién thiét.

Khi néi vé chitg minh su ton tai ctia mot su vat thuéc mot loai nhat dinh thi cé su khéc biét quan
trong gitta van dé xdy dung mot mau ro rang clia sy vat v6i van dé ching minh rang su khong ton
tai cia su vat c6 thé di dén nhitng mau thuin. Trong truong hop dau tién thi mot su vat cu thé duge
tao ra, trong trudng hop thit 2 thi khong c6 gi khic ngoai su mau thuan. Cach diay khong lau, mot
s6 nha toan hoc cé cong lao 16n da tuyén bd loai trit khoi todn hoc moi chiing minh khong kién thiét.
Néu nhu viéc thuc hién ké hoach dé 1a can thiét thi sé kéo theo nhitng khé khin, phitc tap rat 16n
trong thoi dai chiing ching ta; tham chi con cé nguy co mot bé phan quan trong ciia co thé toan hoc
bi phé4 huy trong qué trinh chiu tic dong ciia su chan dong dé. Vi thé khong lay gi lam ngac nhién
rang nhitng ngudi theo chii nghia truc gidc thita nhan chuong trinh da néu, da gip nhing chéng dbi
kién quyét. Chinh nhiing ngudi theo chii nghia tric gidc thong nhat ciing khong thé séng theo chinh
kién ctia minh.

2.5.5 Nghich ly ctia v6 han

Du rang theo quan diém ciia da s6 cic nha toan hoc, 1ap truong khong thod hiép clia cdc nha truc
gidc chii nghia 14 qué cuc doan, nhung du mudn hay khéng cling phai thita nhéan 1y thuyét tap hop vo
han cé chiu su de doa nghiém trong tit bén ngoai, dong thdi bén trong ciing phat hién dugc nhitng
nghich 1y va logic rat ré rang. Can luu y ngay, viéc van dung mot cich tu do khéng han do khai niém
“ta4p hgp” sé& khong tranh khéi dan dén mau thudn. Ching ta néu ra ¢ ddy mot trong nhitng nghich
Iy nhu vay do Bertrand Russell dua ra.

Vé nguyén tic thi mot tdp hop khong chtta ban than né véi tu cdch 13 mot phan ti. Thi du, tap
hop A gom céc s6 nguyén chi chita cdc phan tit 1a s nguyén, vi ban than A khong phai 1a sb nguyén
ma 1a tip hop cac s6 nguyén, nén A khong chita ban than né véi tu cAch mot phan tit. Ching ta quy
uéc nhimmg tap hop nhu vay la “binh thuong”. Tuy nhién con ¢6 nhiing tap hop chita ban than né nhu
mot phan tr. Chéng han, ching ta xét tap hop S x4c dinh nhu sau: “S chita cdc phan tit 13 tit ca céc
tap hop c6 thé xdc dinh bang nhitng ménh dé c¢6 it hon ba muoi ti”’. Vi ban than S duge xéc dinh
bdi mot phan tit ctia tdp hop S. chiing ta goi nhitng t4p hop nhu thé 1a “di thudng”. Du sao di nita
thi da s6 tap hop 1a binh thuong. Ching ta xét mot tip hop cic tap hop binh thudng. Chiing ta biéu
thi tap hop nay bang chit C. Mdi phan ti ciia C 1a mét tadp hop binh thudng. Mot cau hoéi ndy sinh:
ban than C la binh thudng hay di thudng? Tat nhién né phai 13 binh thudng hodc di thusng. Néu C
14 tap hop binh thudng thi C sé& chtta ban than né nhu mét phan tit, vi C duge dinh nghia nhu mot
tap hop ctia cic tdp hgp binh thuong. Nhung néu vay C lai 1a mot tadp hop di thuong vi theo dinh
nghia thi C chita ban thin né nhu mot phan tit. Mau thuan da dudce phat hién ra. Nhu viy ching ta
thy rang chi v6i mot gid thiét ton ching tai tdp hop C ma noi ching tai dd mau thuin.

2.5.6 Cog sé cua toan hoc

Nhitng nghich 1y thudc loai néu trén da thic tinh Russell va nhitng ngusi khac nghién cttu mot
cich c6 hé théng co s clia toan hoc va logic. Muc tiéu cudi ciing ciia nhitng cong trinh nghién citu dé
14 tao ra cac 1ap luan todn hoc cé mét co sé logic ma c6 thé chiing minh dude né khéng gip mau thuin
va di phong phti dé dua vao dé ma suy dién ra tat ca nhitng gi dude coi la quan trong trong toan hoc
hodc it ra 13 da s6 éu quan trong dé. Mac dau khong dat dude (c6 thé 1a khong thé dat duge) muc
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tiéu qué tu tin do, logic toan véi tu cach 1a mot ddi tuong dic biét da thu hat su cht ¥ ngay cang cao
clia cac nha nghién citu. Nhiéu bai todn c6 lién quan dén van dé nay tuy phéat biéu don gian nhung
lai cuc ky khé. Ching ta néu ra lam thi du: gid thuyét continum khing dinh ring khong ton tai mot
tap hop cé ban s6 16n hon ban s6 clia tap hop s6 tu nhién nhung nhé hon ban s ctia tadp hgp sb thuec.
T gid thuyét nay cé thé suy ra nhiéu hé qué 1 thd, nhung ban than gia thuyét nay cho dén nay van
chua dude chimg minh hodc bi bac bd. VA lai, cach day khong lau Kurt Goédel da chitng minh: néu
mot hé tién dé thong thudng nam trong co s6 cia 1y thuyét tdp hop, khong chtta mau thuén thi hé
tién dé md rong c6 duge khi thém vao dé gid thuyét cotinum ciing khong chita mau thuan[9]. Nhitng
van dé duge xem xét trong logic toan, xét cho ciing, dan dén mét van dé co ban: hiéu nhu thé nao vé
sy ton tai trong todn hoc? May mén 14 su ton tai ciia ban than todn hoc khéng phu thudc vao viéc
c6 tim duge cau tra 1di day du clia vAn dé dé hay khong. Trudng phai “chit nghia hinh thitc” do nha
toan hoc Hilbert dimg dau khing dinh trong todn hoc thi su ton tai c6 nghia 1a “phi mau thuin”.
Néu thita nhan quan diém dé thi mot nhiém vu cip bach can thiét 1a xay dung mot hé tién dé tir d6
c6 thé suy ra toan bd toan hoc bing suy dién logic va ching minh rang mot chuong trinh nhu thé,
it nhat 13 dudi hinh thitc ma ban than Hilbert da vach ra, la khong thuc hién duge. Diéu rat cé ¥
nghia 14 1y thuyét x4y dung toian hoc hinh thitc ho4 lai dua nhiéu vao qué trinh truc gidc. Dut bang
con duong nay hay con dudng khac, duéi hinh thitc boc 16 hay tiém an, tham chi ca khi khodc bd 4o
tién dé, logic, hinh thitc chlt nghia hoan héo nhat thi truc gidc c6 tinh chat kién thiét van 1a yéu td
thiét than nhat trong toidn hoc.

2.6 Sb phiic

2.6.1 Ngudn gbc ctia s6 phiic

Do nhiéu nguyén nhan cling v4i nhu cau md rong khéai niém tap hop s6, tham chi vugt ra ngoai
pham vi s6 thuc, dan dén viéc sit dung sb phitc. Can quan niém rang r6 rang moi st mé rong va dua
vao cai méi tuong tu nhu thé hoan toan 1a két qué ciia qué trinh tién hod dan dan, trong qué trinh
dé khong nén cudng diéu vai tro clia cdc cd nhan riéng 16. Mot trong nhitng nguyén nhan thic day
sut xuat hién va st dung phan s6 va sé Am 13 sy mong muén c¢é modt su tu do 16n trong céc tinh toan.
Mai dén cudi thoi Trung ¢d, cdc nha todn hoc méi hét ban khodn va thic mic khi xtt 1y cdc khai niém
dé, trong khi ma mot cam gidc tuong tu nhu vay khong hé c6 déi v6i nhitng khéi niém cam thu mot
cach truc gidc, cu thé, nhu khai niém sé tu nhién.

Cong viéc don gidn nhat can dimg dén sb phiic 1 gidi phuong trinh bac

Chting ta nhé lai viéc da xay ra khi can phai xdc dinh gid tri ctia an s6 x thod man phuong trinh
tuyén tinh ax = b. Nghiém duy nhdt x = b/a va viéc dua phan sb vio nham lam moi phuong trinh
tuyén tinh c6 hé s6 nguyén (a # 0) déu gidi duge c6 nghiém. Phuong trinh loai:

2t =2 (2.6.1)

khong c6 nghiém trong pham vi sé hitu ti, nhung c6 nghiém trong pham vi s6 thuc dd mé rong. Nhung
ngay truong hop sd thuc ciing chua dt dé xay dung mot 1y thuyét hoan chinh vé phuong trinh béc 2.
Chéng han, mot phuong trinh don gidn sau day:

=1 (2.6.2)

khong ¢ nghiém thuc, bdi binh phuong ctia mot s6 thie khong thé 1a sb Am.

Hoic bang long véi tinh trang céc phuong trinh nhu vy khéng gidi duge, hodc di theo con dudng
quen thudc - mé rong pham vi sd va dua vao nhitng s6 méi ma nhd dé ching ta cé thé gidi duoe
phuong trinh. D6 chinh 1a diéu ching ta da lam khi dua vao ky hiéu méi i va dinh nghia i2 = —1.
Nén hiéu rang “don vi 40” khong c¢é gi chung véi s6 - mét céng cu ctia phép dém. D6 1a mét ky hiéu
tritu tuong chiu su chi phdi ciia nguyén 1y co ban i2 = —1, va gid tri ctia né chi phu thudc vao viéc
md rong hé théng nhd viee dua vao cé thuc su cé ich hay khong.

Vi muén cong va nhan véi ky hiéu i ciing nhu dbi véi cic s6 thuong, tat nhién chiing ta phai diing
dén céc ky hiéu loai 2i, 3i, -i, 243i, n6i chung a+bi, trong dé a va b 1a nhitng s6 thye. Néu céc ky
hiéu nay tuan theo cac dinh luat giao hodn, két hop va phan phdi thi nhitng phép tinh sau day c6 thé
dugce:
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o (243i) + (1+4i) = (2+1) + (344)i = 3 + Ti,
o (2430).(144i) = 2 + 8i + 3i + 1212 = (2-12) + (8+3)i = -10 + 11i.

Dua vao nhitng v kién d6, ching ta bat dau trinh bay 1y thuyét sé phtic mot céch cé hé théng tir
dinh nghia sau day: ky hiéu dang a + bi, trong d6 a va b 1a 2 s6 thuc, dude goi 1a s6 phitc véi phan
thuc a va phan 4o b. Céc phép cong va nhan trén cic sé nay duge thuc hién véi quy tic coi nhu i la
s6 thuc binh thudng, song phai thay thé i2 = —1 khi can. N6i chinh xac hon, phép cong va phép nhan
dugce xac dinh theo cong thiic:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i (2.6.3)
(a + bi).(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i o
bac biét, chung ta cé:
(a + bi).(a — bi) = a® + b* (2.6.4)

Dua vao nhitng dinh nghia nay, dé nghiém lai céc dinh luat giao hoan, két hop va phan phdi ciing
ding véi céc s6 phitc. Hon nita, khong nhitng chi ¢ phép nhan ma ca phép trit va phép chia ciing ting
dung dugce vao 2 s6 phiic, cho két qua 13 nhitng sé phiic cling ¢6 dang a + bi sao cho céc s6 phiic lap
thanh moét truong:

(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i,
a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd+bc—adi
c+di (c+di)c—di) E2+d> 24 d?

(Dezmg thitc thit 2 sé v6 nghia néu c+di = 040i vi ¢ + d? = 0. Nghia 14, ching ta van loai trit phép
chia cho 0 = 04-0i.) Vi du:
e 243i)—(1+4i)=1—1
243 2+3i1—-4i 2-8+3i+12 14 5

- - =

1+4i 144il1—4i 1+16 1717

Trudng s6 phitc chita trudng sé thuc nhu mot trudng con béi sé phiic a-+0i cling véi s6 thuc a. Mt
khéc, chiing ta luu ¥ rang sé phitc dang 04+bi = bi 1a s6 thuan ao.

Bai tap:

(1+0)(2+4)(3+1)

1. Bién doi :
1—12

ve dang a + bi

3
L oz 1 3 R
2. Bien doi (—2 + 2\2f> ve dang a + bi

3. Bién doi:
I+i 144 1 1 (4 —5i0)?

1—i' 2—i & (=24i)(1-3i) " (2—3i)?

ve dang a + bi

4. Tinh /5 + 124.
(Goi y: Dat /5 + 12i = X + Yi, binh phuong 2 vé, nhan duge phan thyc va phan o)

Khi dua vao ky hiéu i, ching ta da md rong trudng sé thuc va duge mot trudng cac ky hiéu a+bi,
trong trudng nay thi phuong trinh bac 2:

=1 (2.6.5)
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¢6 2 nghiém x = i va x = -i. Thét viy, theo dinh nghia thi i = (—i)? = —1. Can néi rang chiing chiing
ta da “lai” kha nhiéu, cé thé dé& dang kiém tra lai moi phuong trinh béc 2 c¢6 dang:

ar’ +br+c=0 (2.6.6)

da giai duge. That vay, néu thuc hién dzeing thitc trén v6i mot loat cac phép bién ddi, ching ta cé:

9 c
r°+ —x=—c—,
a a
EL L
a 4a?2  4a? o’
< N b>2_b2—4ac 06T
o) T T4 (2.6.7)
b +v/b2% — 4ac
T =
2a 2a
—b+ Vb2 — dac
xTr =
2a ’

Chting ta luwu ¥ rang néu b2 — 4ac > 0 thi v/b2 — 4ac 13 s6 thuc va cdc nghiém clia 2.6.7 1a thuc; néu
b% — dac < 0 thi Vb2 — 4ac 14 s6 40, do d6 , nhu thé 2.6.7 c6 nghiém 14 s6 phtic. Chang han, nghiém
ctia phuong trinh:

2> 52 4+6=0 (2.6.8)
c6 nghiém x = (5 + /25 —24)/2 = (5+1)/2 = 2 hoac 3.

Trong khi d6 nghiém ctia phuong trinh:
> —2042=0 (2.6.9)

c6 nghiém x = (2++/4—-8)/2=(2+2i)/2 =1+ hodc 1 —i.

2.6.2 Biéu dién hinh hoc ctia sé phiic

Ngay tit thé ky 16, trong cdc cong trinh todn hoc di xuit hién cén béic hai clia s6 A&m & cdc cong
thitc cho nghiém ctia phuong trinh bac hai hay bac ba. Nhung cdc nha toan hoc thoi @6 da gap kho
khin trong viéc giai thich y nghia chinh xac ctia cic biéu thitc d6, nhin ching véi mot ndi “kinh hoang
huyén bi”. Ban than thuit ngit “40” cho dén nay vAn nhic nhé ching ta nhiing biéu thitc nhu thé
dugc xem nhu mot céi gi d6 nhan tao, mat ¥ nghia thuc tai. Mai dén dau thé ky 19, khi vai tro cta
s6 phitc da duge lam sang t6 trong céc linh viuc todn hoc khac nhau, ngudi ta da dua ra giai thich veé
hinh hoc don gidn ctia s6 phitc va cidc phép toan ciia ching. Diéu nay da két thic moi nghi ngs veé
kha nang st dung s6 phttc theo quy luat. Tat nhién, v6i quan niém hién dai thi cic phép todn hinh
thitc véi s6 phitc 14 hoan toan cé Ij trén co s& cac dinh nghia hinh thttc, con viéc biéu dién hinh hoc 1a
khong can thiét vé mit logic. Nhung mot sy biéu dién nhu viy gan nhu cting lic Vessel (1745 — 1818),
Argan (1768 — 1822) va Gauss, cho phép ching ta xem xét sb phiic va cdc phép todn véi chiing nhu
mot cai gi d6 hoan toan tu nhién veé truc gidc. Ngoai ra, né con cé y nghia cuc 16n déi véi nhitng ting
dung ctia s6 phiic trong ban than todn hoc va vat ly.

Thé hién hinh hoc ciia s6 phtic 14 mét sd phiic z = x + yi duge cho tuong ting v6i mot diém trén
mit phang véi céc toa do (x,y). Cu thé 13 phan thue x dudc coi 1a hoanh db, phan 4o 1a tung do
y. Bang cach nhu vay ching ta da xdc dinh dudc tuong ting 1-1 gifta céc s6 phiic va cac diém trén
mit phang sb, tuong tu nhu tuong tng gitta cdc sbé thuc va cdc diém clia truc sé da xéc lap trude kia
(xem phan 2 ciia chuong nay). Céc diém trén truc x trong mat phang sé sé tuong ting véi cac sb thuc
2z = x 4 0i, con cac diém trén truc y tuong @ng vdi cac sd thuan do z = 0 + yi.
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Néu: z = = + yi 1d mot sé phitc bat ky, thi sd phiic:
zZ=T—Yl

13 s6 lién hop clia z. Diém Z suy ra tit diém z bang phép lay dbi xtmg v6i truc x. néu ching ta quy
uée:

=4yl

Imr=-yi

Hinh 2.15: Biéu dién hinh hoc ciia s6 phitc. Piém z c6 toa do vuong géc x,y

biéu thi khoang céch tit z dén gbc 1a p, thi theo dinh 1y Pythago ta cé:

2

P =1 +y?

= (z + yi)(x — yi) (2.6.10)
S6 thuc p = /22 + y2 goi la modulo ciia z, va viét 1a:
p=lz|
Néu z nam trén truc thiuc thi module ciia z tring véi gid tri tuyét ddi ciia né. Cac s6 phitc véi
module 1 duge biu thi béi nhitg diém nam trén “dudng tron don vi” ¢é tAm 1a gbc O va ban kinh 1.
Néu |z| = 0 thi z = 0. Diéu nay dugc suy ra tit dinh nghia ciia |z| 1a khoéng céch tit diém z dén
gbc. Hon nita, modulo ciia tich 2 s6 phitc bang tich cdc modulo:

|2’1.ZQ| = |Z1’.|2’2‘ (2.6.11)

Diéu nay 1a hé qua ctia mot dinh 1y téng quat hon sé chimg minh sau.

Bai tap:
1. Chitng minh dinh 1y trén tit dinh nghia tich ctia 2 s6 phiic ,

z1 = X1+ Y1t V& 29 = 21 = X2 + Y2t.

2. Tit viéc tich ciia 2 s6 thuc bang 0 chi khi mot trong cdc nhan tit bang 0, chimg minh dinh ly
nay vdi s6 phiic.

Theo dinh nghia phép cong 2 sb phiic, 21 = 1 + y1i VA 22 = 21 = X2 + Yoi, chiing ta co:
21+ 22 = (w1 + x2) + (Y1 + y2)i. (2.6.12)

Nhu vy diém z; + 2o duge biéu thi trén mit phing bai dinh thit 4 ctia hinh binh hanh ma 3 dinh
dau tién 1a céc diém 0, 21, 2o.
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Vi

ZH14 2

Hinh 2.16: Phép cong cic sb phiic theo quy tic hinh binh hanh

Phuong phap dung tong ctia 2 s6 phitc nay dan dén nhiéu hé qua quan trong. Tt d6 ching ta di
dén két ludn modulo ctia téng 2 sd phitc khong vuot qua téng ctia 2 modulo:

|21 + 22| < |z1] + |22] (2.6.13)

Suy ra tit nhan xét chidu dai ctia mdt canh trong tam gidc (c6 thé suy bién) khéng 16n hon téng do
dai cia 2 canh con lai.

Bai tap:

1. Khi nado thi |21 + 29| = |21] + |22|?

Goc gitta huéng duong cia truc x va doan Oz dudc goi la argument cla z va duge ki hiéu la ¢
(Hinh 2.15). Cac 86 z va Z ¢6 cting mot module |Z| = |z| nhung argument ctia chiing d6i nhau: ¢ = —a.
TAt nhién, argument ctia z duge xéc dinh khong chi ¢6 duy nhat mot gia tri, bi vi ¢6 thé thém vao
hodc trit di mot géc tuy ¥ 1a boi cia 360° va khong thay déi hudng clia doan Oz. nhu vy, cic goc:
&, ¢+ 360°, ¢ + 720°, ¢ + 1080°,..., ¢ — 360°, ¢ — 720°, ¢ — 1080°... vé mat do thi cho cing mot
argument.

vi theo dinh nghia sin va cosin thi & = pcos ¢, y = psin ¢ cho nén mot sd phitc z bat ky dugce biéu
thi qua module va argumen ctia né nhu sau:

z=x+yi=p(cos ¢+ isin¢) (2.6.14)
Vi du:
Truong hop: Ta cb: Vay:
z=1 p=1,¢=90° i = 1(cos 90° + i sin 90°)
z=1+1 p=1V2, ¢ =45° 144 = v/2(cos 45° + i sin 45°)
z=1—i p=1V2¢=—45° i = V/2(cos(—45°) + isin(—45°))
z=—1+V3i | p=2,6=120° | —1+ v/3i = 2(cos 120° + i sin 120°)

Ban doc ¢6 thé kiém tra lai bang cich thay vao dé gia tri bang sb ciia cdc ham lugng gidc. Dé giai
thich ¥ nghia hinh hoc ctia phép nhan 2 s6 phtic thi cdc biéu dién luong gidc 2.6.14 rat can thiét. Néu:

z = p(cos ¢ +ising) va 2’ = p/(cos ¢’ + isin @)
thi:
2z = pp’ {(cos pcos ¢’ — sin ¢psin ¢') + i(cos ¢ sin ¢’ + sin g cos ¢')i}
Nhung theo dinh 1y ¢o ban ctia sin va cosin thi:

cos ¢ cos ¢ — sin ¢psin ¢’ = cos(¢ + ¢')
cos ¢sin ¢’ + sin ¢ cos ¢ = sin(¢ + ¢')
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cho nén:

22" = pp'{cos(¢ + ¢') + isin(¢p + ¢')} (2.6.15)

Vé phéi ctia ding thic 14 mot sb phic viét dudi dang luong gide véi modulo pp’ va géc ¢ + ¢*. T
dé chiing ta c6 thé két luan: khi nhan 2 s6 phitc chiing ta nhan céc modulo v6i nhau va cong cic géc
ctia chting (hinh 2.17). Nhu v4y, chiing ta thay phép nhan cic s6 phitc c6 lién hé véi phép quay. Dé 16
rang hon, ching ta goi huéng ciia doan thing di tit gbc dén diém z 1 vecto z, lic dé p = |2| 1a do dai
ctia né. Gia thit z’ 13 mot diém bat ky ciia dudng tron don vi, titc 1a p’ = 1. Trong trudng hdp nay,
phép nhéan z véi 2z’ chi don gidn 1a phép quay vecto z mdt géc ¢'. Néu p’ # 1 thi ciing véi phép quay,
do dai vecto phai duge nhan véi p’. Dé nghi ban doc tu minh hoa nhimg su kién dé bang cich nhan
cac s6 phitc khac nhau vé6i 21 = i (quay 90°), 20 = —i (cling quay 90°, nhung theo chiéu ngudc lai),
zz=1+1vazg=1—1.

v

Hinh 2.17: Phép nhan cic s6 phiic: cong cac argumen, nhan cdc modulo

Cong thitc 2.6.15, c6 trudng hgp dic biét 1y thd néu z = 2/, ta cé:

22 = p*(cos 2¢ + i sin 2¢) (2.6.16)
nhan mot lan nita véi z, ching ta co:

23 = p?(cos 3¢ + isin 3¢) (2.6.17)
tiép tuc theo cdch nay, ching ta co:

2" = p"(cosng + isinne) (2.6.18)

Dic biét, néu diém z ndm trén duong tron don vi thi p = 1, ching ta di dén cong thic ciia nha
todn hoc ngusi Anh A. De Moivre (1667 - 1754)

(cos ¢ + isin ¢)n = cosng + isinng (2.6.19)

Cong thitc nay 1a mot trong nhitng hé thitc bo ich va ndi tiéng nhat trong toin hoc so cip. Chiing
ta gidi thich diéu nay bing thi du. Ching ta 14y n = 3 va phéan tich vé trai theo cong thic nhi thiec,

(u 4+ v)? = u® + 3u?v + 3uv® + v* (2.6.20)
nhu vay ching ta cé:

cos 3¢ 4 isin 3¢ = cos® ¢ — 3 cos ¢ sin? ¢ + i(3 cos® Psin ¢ — sin® ¢) (2.6.21)
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Mot déng thitc phitc nhu thé sé tuong duong véi hai didng thic thue. Qua vAy, néu hai sd phic
bang nhau thi phan thuc ciia chiing bang nhau, phan &o ctia chiing bang nhau. Nhu vy ching ta c6
thé viét:

cos 3¢ = cos® ¢ — 3 cos ¢ sin? ¢;

sin 3¢ = 3 cos® ¢sin ¢ — sin® ¢

dung quan hé:

cos® ¢ +sin® ¢ =1 (2.6.22)

ching ta cé:

cos 3¢ = cos® ¢ — 3 cos (1 — cos? @)
= 4cos® ¢ — 3cos
sin 3¢ = —4sin® ¢ + 3sin ¢.

Ciung dé dang thu dudc cdc cong thitc véi sinng va cosng qua sin ¢ va cos ¢ v6i gid tri nguyén n
tuy y.
Bai tap:
1. Tim codng thitc tuong ing cho sin 4¢ va cos 4¢.
s . s 1
2. Chiing minh rang, diém z = cos ¢ +isin ¢, nam trén dudng tron don vi, thi — = cos ¢ — i sin ¢.
z

3. Chitng minh ma khong can tinh (a + bi)(a — bi) luén cé gid tri tuyet doi 1a 1.
4. Néu z; va 25 1a hai s phiic, chimg minh rang géc ciia 21 — 23 bang géc gitta truc thuc va vecto

chi tir z; dén 2.

e , , ” % , (21_32) > ., , 30 < .2
5. Giai thich, géc cta so phic ﬁ nam trong tam gidc c6 dinh la cic diém z1, 23, 23.
zl1—=z
6. Chting minh két qua khi chia hai s6 phitc ¢ ciing géc 1a mot sb thue.
s L 23— 21 24—t .
7. Ching minh rang, v6i bon so phiic 21, 29, 23, 24, goc cua 3 5 V& —; 5 bang nhau, thi bon
23—z z4—z

s6 d6 ndm trén mot duong tron, hodc mot dudng thing, v ngugc lai.
8. Chitng minh ring bén diém 21, 20, 23, z4 ndm trén mot dudng tron hodc trén mot dudng thang,

néu va chi néu

23— 21 /24 — 2!
23 _ 2/ a4 2
1 s6 thue.

2.6.3 Cong thitc De Moivre va can cua don vi

C

hiing ta hiéu can bac n ctia mdt s6 a la mdt s6 b nao dé sao cho b™ = a. Néi riéng so6 1 ¢6 hai can

bac hai: 1 va -1 bdi vi 12 = (=1)2 = 1. S6 1 ¢6 mot can bac ba thue, d6 1 s6 1, trong khi né c¢6 bén
cin bac bon; hai thuc 1 va - 1 v hai 4o i va -i. Nhu vAy ta du dodn rang, trong mién phtic phai cé
hai cin bac ba ciia 1, vAy thi tat cd sé 1a ba cin bac ba. Nhd céng thitc De Moivre chiing ta sé chiing
t6 rang diéu du doan nay 13 ding.
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—

Hinh 2.18: Mudi hai nghiém ctia luy thira bac 12 cta don vi

Ching ta sé thiy rang trong trudng sé phitc c6 ding n ciin bac n ciia 1. Nhitng cin dé duge bidu
thi bang cdc dinh ctia da gidc déu n canh noi tiép trong hinh tron don vi va nhan diém 1 13 mot dinh.
Di¢u nay dugc thé hién rd trén hinh 2.18 (tuong tng véi trudng hop n = 12). Dinh thit nhit cta da
gidc 12 1. Dinh tiép sau la:

60° . . 360°
+ 72 8SIn

a = cos (2.6.23)
bdi vi géc clia né phai bang phan thit n ciia toan bd 360°. Pinh tiép theo 1a a.a = a2, béi vi chiing
ta thu duge né bang céch quay vecto a mot goc %00. Tiép theo ching ta duge dinh o v.v..., sau n

bu6e chung ta quay tré lai dinh 1, tic l1a ¢6 duge:
a” = 1.
Diéu nay ciing suy dudc tit cong thitc 2.6.19 vi

o on
007 iin 2] 083600 4 isin 360° = 1+ 0 = 1. (2.6.24)
n n

COS

Nhu vay, o' = o 13 nghiém ctia phuong trinh 2" = 1. D6i véi cic dinh tiép theo ciing ding:

20° . . T20°
+2s1n ,
n n

chiing ta sé thay néu viét:

hoac dung cong thitc De Moivre:

) 720° . 720°"
a” = |cos 4+ 7sIn

=cos 720°+isin720°=1+4+0i =1 (2.6.25)

Theo cling ciach nhu véy, ching ta thiy rang toan bo n sb:

La,a?, a3, .,a" !
14 céc can bac n ctia 1. Néu ting tiép tuc sb mil hodc xét céc sd6 mil 4m, chiing ta sé khong thu dugc
can nao méi. Thyce vay: =1 = 1/a = a"/a = o™ !, cling thé o™ = 1,0 = (a").a = l.a = 1 v.w...
cac giéd tri truée dude lap lai. Coi nhu bai tap, chiing minh, khéng cé can bac n nao khac.
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Néu n chin, thi mot trong céc dinh ctia da gidc n canh sé roi vao diém -1, phit hop véi su kién dai
s6 14 -1 1 can béc n cia 1.
Phuong trinh thod man cac can bac n cia 1

" —1=0 (2.6.26)

13 phuong trinh bac n, nhung cé thé d& dang ha thap xudng bac (n-1). Ching ta ding cong thiic dai
s6:

2l — (l‘ . 1)(.73”71 + 22 + 23 4.+ 1) (2627)

Vi tich ctia hai s6 bang 0 khi va chi khi mét trong hai s6 d6 bang 0. Cho phuong trinh 2.6.27 xay
ra hai truong hgp, hoac khi x = 1, hodc khi:

2l L gn2 L3 1 — (2.6.28)

Céac can o, a9, as,...,a, — 1, thod man phuong trinh d6. Phuong trinh nay duge goi 1a phuong
trinh cyclotomic (chia duong tron). Vi du, can bac ba phtic cua 1 la:

1

o = cos 120° + i sin 120° = 5(—1 +iv/3),
1

o = 005 240° + i 5in 240° = o (=1 — iv3),

la cac nghiém ctia phuong trinh
P 4r+1= 0,

ma ban doc c6 thé thiy dugc bang phép thay gid tri ciia o vao phuong trinh. Ciing viy, cic cin béc
nam cua 1, ngoai ban than 1, thod man phuong trinh:

a4+ 1=0, (2.6.29)
Muébn dung mét ngii gide déu, can phai gidi mot phuong trinh bac bén. Bang mot meo dai sé don

gidn c6 thé gidm béc ctia phuong trinh, dit w = = + 1/x. Chiing ta chia phuong trinh 2.6.29 cho 2
va xap xép lai:

9 1 1
+ S5 +tr+-+1=0, (2.6.30)
x x
R N2, 1 . ,
voi chu y rang: (2 + — ) =z"+ — + 2, chiung ta co:
x x

w? +w—1=0. (2.6.31)
Theo cong thitc 2.6.7 muc 1 thi cdc nghiém ctia phuong trinh bac hai nay sé c6 dang:

-14++5 -1-v56
:7710 _

w1y 5 9 = 5 (2.6.32)
Nhu vay, can phitc bac nam cta 1 1a cadc nghiém cta hai phuong trinh bac hai sau day:
x+ = hoiic 22 + _1—;\/51' +1=0 (2.6.33)
va
x + % = ws, hodc x? + _1;\/51' +1=0 (2.6.34)

Ban doc c6 thé giai cdc phuong trinh nay theo cong thiic 2.6.7.
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Bai tap:
1. Tim céc can bac sdu cua 1.
2. Tim (1 +i)*
3. Tim tAt ca nhing gid tri khc cta: V1 + i, 7 — 44, Vi, /—i

1
4. Tinh 5(2'7 —i7).

2.6.4 Dinh 1y dai sé co ban

Khéng nhiing chi c¢6 cic phuong trinh dang axz? 4 bz 4+ ¢ = 0 hosic 2" — 1 = 0 la giai dugc trong
trudng sd phitc, ma xa hon nita: moi phuong trinh dai s6 bac n bat ki, véi hé s6 thuc hodc phiic:

f@)=a" +an 12" +an 02" P 4+ a1z +ag =0, (2.6.35)

déu gidi duge trong truong sb6 phitc. Pdi véi truong hop phuong trinh bac ba va bac bén, dinh 1y nay
da duge x4c nhan tir thé ky XVI béi Tartaglia, Cardan, va nhitng ngudi khéc: giai bang cac cong thic
tuong tu cong thitc phuong trinh bac hai nhung phitc tap hon. Viéc nghién ctu phuong trinh tong
quat bac 5 va bac cao hon da duge tién hanh kién tri trong vong gan hai thé ky, nhung moi ¢ ging
gidi bang cong thitc déu vo ich. Chang thanh nién Gauss, trong luan van tién si ctia minh (1799) da
lan dau tién chtmg minh dude su ton tai cdc nghiém. D6 1a mot thanh tuu vi dai nhat, ddu rang vin
dé vé kha ning mé rong cic cong thitc co dién cho cac trudng hop cé bac 16n hon bac 5 dé tim nghiém
nhd cac phép toan hitu ti va khai cin, van con chua gidi quyét dude trong thoi dé.

Dinh 1y Gauss khang dinh ring: véi moi phuong trinh dai s6 dang 2.6.35, trong d6 n 1a sb nguyén
duong, céc hé sb a la nhitng s6 thuc hoac sb phtic, ton tai it nhat mdt s6 phitc a = ¢ + di sao cho
f (a)/: 0. )

S0 « 1a nghiém goc ctia phuong trinh 2.6.35. Chitng minh ctia dinh 1y nay sé duge trinh bay & trang
269. Gia thit dinh 1y da dudce chitng minh, ching ta suy ra tit d6 mot dinh 1y khac da dude biét véi
cc tén dinh ly dai s6 co ban (diing hon nén goi né 1a dinh 1y co ban ctia hé thong sé phitc): Moi da
thitc dai s6 bac n

f(@) ="+ an 12"+ an 22" + - + a1z + ay, (2.6.36)
déu cé thé biéu thi dudi dang tich ciia ding n thita sb:
fl@)=(z—a)(z—a2)...(z — ay), (2.6.37)
trong d6 a1, s, ..., a, la cic nghiém s6 phitc ctia phuong trinh f(x) = 0. Vi du, da thitc

f@) =2t 1
sé dugc phan tich thanh cac thita sé nhu sau:
fx) = (@ -1D(z—i)(z+i)(z+1)

Céc s6 a, 1a nghiém ctia phuong trinh f(z) = 0, duge suy ra tit ban than phan tich 2.6.37 1a di
nhién, bdi vi khi 2 = a thi mét trong cic thita sé ctia f(x) bang 0, do d6 ban than f(x) bang 0.

Trong nhitng trudng hop khac, thi khong nhat thiét moi thita sé6  — a1, — o, ... clia da thic
f(x) bac n, phai khac nhau, ching han:

fl@)=2*-22+1=(x—1)(z —1),
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chi ¢c6 mot nghiém x = 1, “dude tinh hai lan” hoiic “boi 2”. Trong moi trudng hop, khong thé phan
tich mot da thiic bac n thanh tich ctia qué n thita s6 khdc nhau dang (z — o) va phuong trinh tuong
tmg khong thé ¢6 qua n nghiém.

Khi chting minh dinh 1y dai s6 co ban, ching ta mét 1an nita, sé dung hing ding thic dai sb:

¥ — o = (z —a) (xk_l +arh 2 ot aF e ozk_l) , (2.6.38)

né da duge diing dé tinh téng ciia cAp s6 nhan khi o = 1. Gia thit dinh 1y Gauss ding, chiing ta c6
thé lay a = a1 1a nghiém ctia phuong trinh 2.6.35 thi:

flan) =af + an,la?_l + %720{?—2 4+ -4 aja; +ag =0. (2.6.39)
Trit né vio f(x) vi nhém lai cic sb hang, ching ta duge déng thitc:
fla) = f(z) = flar) = (&" =) + ap1(@" ™ =) + - +ar (@ — an). (2.6.40)
Bay gig, d1:mg cong thitc 2.6.38, ching ta c6 thé tach thira sé (z — aq) ra khoi ting s6 hanfg, dua
no ra \ngoai dau ngoac, bac cﬁ\a da th}frc con lai trong ngoac s€ nhd di mot don vi. Nhém céc so hang
mot lan nita, ching ta dugc dong nhat thic:
f(@) = (x — a)g (o), (2.6.41)
trong do6 g(x) la da thic bac n - 1
g(x) = 2" 4 by 92" P 4+ bz + bo. (2.6.42)

(Hoan toan khong can thiét phai tinh cic hé sé bk.) Ap dung tiép tuc lap luan dé vao g(x). Theo
dinh 1y Gauss, ton tai mot nghiém as ctia phuong trinh g(z) = 0 titc la:

g(x) = (z — az2)h(z), (2.6.43)

trong d6 h(x) la da thttc méi bac n-2. Lap lai lap ludn nay n-1 lan (tAt nhién, dua trén nguyén ly quy
nap toan hoc), cudi cing ching ta di dén phan tich:

f@)=(z—a)(z—az)...(x - an). (2.6.44)
T 2.6.44 khong nhitng suy ra cic sb phiic ag, s, ..., a, la nghiém ctia phuong trinh 2.6.35, ma

con suy ra khong con nghiém nao khic nita clia phuong trinh 2.6.35. Thuc vay, néu s6 y la nghiém
ctia phuong trinh 2.6.35 thi, tit 2.6.44 suy ra:

fly) =y —a)(y—az)...(y —an) = 0. (2.6.45)
Nhung chiing ta thay ring tich céc sb phitc chi bing 0 khi mét trong céc thita sé bang 0. Nhu thé,
mot trong céc thita s6 (y — o) phai bang 0, tiic 1a y = ;..
2.7 Sb dai sb va sb siéu viét
2.7.1 Dinh nghia va vin dé ton tai
S6 dai s6 1a bat ki s6 x nao, thuc hodc phitc, thod man mot phuong trinh dai s6 c6 dang:
ant™ 4+ an_12" '+ ax+ag=0 (n>1,a, #0) (2.7.1)
trong d6 cac ai nguyén. Chang han, s6 v/2 13 s6 dai s6 vi né thod man phuong trinh

22 —2=0.
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Tuong tu, bat ki nghiém ctia mot phuong trinh c¢6 hé sé nguyén béc ba, bac bén, bac nam, hoic
bac tuy ¥ 14 mot s6 dai s6, nghiém d6 c¢6 thé c6 hoic khong biéu dién dusi dang cin thic. Khai niém
s6 dai s6 14 st md rong tu nhién ctia khai niém s6 hitu ti, tuong ting véi truong hgp riéng n = 1.

Khéng phai moi sé thuc déu 1a s6 dai s6. Diéu nay suy ra tit dinh 1y sau ddy do Cantorr dé xuat,
rang tap hop s6 dai s6 13 dém dugce. Béi vi tap hop s6 thuc 1a khéng dém duge, cho nén bat budc phai
ton tai nhitng s6 thuc khong phai 1a s6 dai s6.

Mot phuong phap danh s6 tidp hop sb dai sé sau day: tng v6i mdi phuong trinh dang 2.7.1 1 mot
s6 nguyén duong:

h = |an| + |an—1| + ... + |a1| + |ao| +n (2.7.2)

goi d6 1a “dd cao” ciia phuong trinh. Dbi véi mdi gia tri n ¢d dinh chi ¢ mot sd hitu han cic phuong
trinh dang 2.7.1 v6i dd cao h. M6i phuong trinh nhut thé cé nhiéu nhat n nghiém. Béi thé, chi c6 mot
s6 hitu han céc s6 dai s6 clia phuong trinh ¢6 d6 cao h; va, ching ta c6 thé sip tit ci cac sb dai sb
thanh day, bat dau ké tir nhitng diy nghiém ctia phuong trinh c6 d6 cao 1, sau d6 do cao 2,. ..

Chitng minh nay vé su dém duge clia tAp hgp sb dai s6, xdc nhan su ton tai cac s6 thuc khong phai
14 s6 dai s6. Chiing dugc goi 1a nhitng s siéu viét, nhu Euler da néi: “chiing vudt qua siic manh ctia
cdc phuong phap dai s6.” (They trancend power of the algebraic methods).

Chitng minh ctia Cantorr vé sy ton tai cic sb siéu viét khong cé tinh chat kién tao. Ve mit ly
thuyét, thi c6 thé xdy dung duge mot sb siéu viét bang cach 4p dung qui trinh dudng chéo ctia Cantorr,
thuc hién trén bang liét ké cdc nghiém thap phan clia nhitng phuong trinh dai s6; nhung qui trinh dé
hoan toan khong thuec tién va khong dua dén mot sd c6 thé viét dudi dang sé thap phan hoic bat ky
mot hé théng ndo. Ngoai ra, van dé 1y thd nhat c¢é lién quan dén s siéu viét nam & chd chting minh
nhitng s6 cu thé xac dinh nhu 7 va e) 1a s6 siéu viét.

2.7.2 Dinh 1y Liouville va viéc xay dung cac sb siéu viét

Chtmg minh su ton tai ctia s6 siéu viét da duge J. Liouville (1809 — 1862) néu ra trudc Cantorr. N6
thuc su cho chiing ta kha nang xay dung céc thi du vé nhitng s6 nhu viay. Chting minh ctia Liouville
khé hon chimg minh ctia Cantor, diéu nay khéng c6 gi ddng ngac nhién, béi vi viéc xay dung mot thi
du néi chung, khé hon viéc chttng minh sit ton tai. Khi dan ra chtmg minh ctia Liouville duéi day,
ching t6i chi ¢é y dinh danh cho ban doc da c6 mét trinh do tuong ddi, tuy rang mubn hiéu né thi
chi can nhimg kién thiic todn hoc so cAp da hoan toan di. Liouville da phat hién duge rang nhiing sb
dai s6 vo ti c6 tinh chét 14 khong thé xap xi duge béi cac sb6 hitu ti véi do chinh xac rat cao néu nhu
khéng chon mau sb cuc ky 16n clia cdc phan sd xap xi.

Chiing ta gia thiét s6 z thod man phuong trinh dai sé véi hé s6 nguyén:

f(z) = ag + a1 + asx® + ... + apx™ = 0(ay, #0) (2.7.3)

nhung khéng thod man phuong trinh loai d6 v6i bac thip hon. Khi d6, ching ta néi rang ban than
z 1a s6 dai s6 bac n. Ching han sé z = v/2 1a s6 dai sb béc 2, do thod méan phuong trinh 22 — 2 =0
ma khong phai phuong trinh bac nhat; sé6 z = /3 1a s6 dai s6 bac 3 vi né thod man phuong trinh
23 — 2 = 0 nhung khong thod man phuong trinh bac thap hon (nhu da chimg minh trong chuong III).
S6 dai s6 bac n > 1 khong thé 1 s6 hitu ti, bsi vi s6 hitu ti z = p/q thod man phuong trinh gz —p = 0
béc 1. Mdi s6 vo ti z déu c6 thé xap xi véi do chinh xdc tuy ¥ bang mot sé hitu ti, c6 nghia 13 ching
ta c6 thé tim ra mot day so:
PP
o @
hitu ti v6i mau s6 tang vo han ma:
Pr
= =2z
qr
Dinh 1y Liouville khang dinh: moi s6 dai s6 z bdc n > 1 déu c6 thé véi do chinh x4c bé hon 1 /g
noi cach khac:

(2.7.4)
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Chiing ta sé ¢b ging chimg minh dinh 1y niy, nhung trudc hét ching ta sé chimg t6 c¢6 thé ding dinh
Iy nay dé xay dung nhimng s6 siéu viét nhu thé nao. Xét sb:

z=0a1.107 " + 02107 4 a3.107% + ... 4 @107 4 apyg 107D
= 0, a1a2000a300000000000000000a40000000

trong d6 a; 1a s6 dai sb tuy ¥ tit 1 dén 9 (don gidn nhét 1a cho tat ci a; bang 1). Tinh chat dic trung
mot s6 nhu vay 1a d6 dai cdc nhém sb 0 tang nhanh ngan cach bdi mot chit s6 khac 0. Ky hiéu z, 1a
mot sé thap phan hitu han c6 dugce bing céch ldy céc z cho dén sb va bao gdm ¢ a,,.10~"". Khi d6

|z — zm| < 10.10~(m+1)! (2.7.5)

Gia thit z 14 mot s6 dai s6 bac n. Khi dé, trong 2.7.4 ching ta hay dat p/q = 2, = p/10~™, thi
dugc:

1
|Z - Zm‘ < 10(n+1)m! (276)
v6i m du 16n. Két hop véi 2.7.5, ching ta nén cé:
1 10 1
10(n+1)m! < 10(m+D)! — 1olm+)I—1° (2.7.7)

dé (n+1)m! < (m+1)! — 1 khi m dt 16n. Nhitng di¢u nay sai véi nhiing gid tri m 1én hon n (dé nghi
ban doc chimg minh ky khéng dinh nay). Ching ta di dén mau thuan. Nhu vy, s6 z 1 sb siéu viét.

Bay gid chiing ta chitng minh dinh 1y Liouville. Chiing ta gia thiét sb z 14 s6 dai s6 bac n > 1 thoa
man phuong trinh 2.7.1 tic la

f(z)=0. (2.7.8)
LAY Zm = Pm/qm 1& mot day sb hitu ti v6i z,, — 2. Thé thi:
FGzm) = flzm) — £(2) = a1(zm — 2) + az(22, — 22) + -+ + an (27, — 2M). (2.7.9)
Chia c4 hai vé cho z,, — z va diing céng thitc dai so:

u™ — o™

— un—l + un_Q'U + un_3U2 + e+ uvn_Q =+ ’Un 17 (2710)

uU—0v
ching ta dugc:

f(zm)

1

=a1 4 ag(zm +2) +az3(22, ¥ zmz+ 25+ Fan(Z - 27h). (2.7.11)

Zm

Vi z,, dan t6i z nhu 13 gidi han, n6 sé khéac z it hon 1 khi m d 16n. Vi thé, cé thé danh giad nhu
sau khi m du 16n:

f(zm)

Zm — 2

‘ < lai| + 2|az|(|z] + 1) + 3|as|(z| + 1)2 + -+ nlan(|z] + 1)”_1 = M. (2.7.12)

13 mot s6 khong déi, vi z 1a khéng déi trong sudt qua trinh chting minh. Bay gid ching ta chon m du

16n sao cho trong z, = “= mau s6 ¢, 16n hon M, thé thi:
m
2 — 2| > \f(]\z}n)l > |zm| (2.7.13)
m

Dé cho gon, tit day ching ta qui udc viét p thay cho pm, viét q thay cho qm. Nhu vay thi:
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aoq" +aig"'p+ - + ang"
£ (om)| = z nd”), (2.7.14)
Bay gid sb z, = p/q khong thé 1a nghiém clia phuong trinh f(x) = 0 bdi vi néu thé thi tit da thic
f(x) c6 thé tach thita sb (z — z,), tic 14 z thod man phuong trinh bac thidp hon n. Vay, f(zm) # 0.
Nhung ti s6 trong vé phai ctia dang thic 2.7.14 13 mot sé nguyén cho nén gid tri tuyét dbi ctia né it
nhat phai bang don vi. Nhu viy, so sénh céc hé thitc 2.7.13 va 2.7.14 suy ra bat ding thic:

SR S5 N "
dé chinh 13 diéu phai chimg minh.

Trong vai chuc ndm gan day, nhitng nghién cttu dé cdp dén kha nang xap xi cic sb dai s6 bdi sb
hitu ti da tién rit xa. Chang han, nha todn hoc Nauy A. Thue (1863 — 1922) da chiing minh ring
trong bat dang thiic cia Liouville ??, c6 thé thay thé s6 mi n +1 bing sé mii nhé hon (n/2+1). C.
L. Siegel da chitng minh rang con c6 thé chon s6 mii nhd hon 24/ .

S6 siéu viet ludn ludn 1a mot dé tai dude cdc nha todn hoc chit y dén. Nhung cho dén gan day,
chiing ta méi chi biét dugec mot vai sb ma tinh siéu viét ctia chiing da dude x4c dinh (trong chuong
I11, ching ta sé néi vé tinh siéu viét ctia sb 7, tit dé suy ra khong thé binh phuong tron bang thude va
compa). Trong bdo cdo ndi tiéng doc tai hoi nghi todn hoc qubc té & Paris nam 1900, David Hilbert
da dé xuat ba muoi vAn dé toan c6 phét biéu don gidn, mot s6 bai todn cé thé phat biéu dé dang bang
ngdn ngit thong thudng, nhung mot bai todn nio c6 thé giai ngay duge bang nhimg ky thuit toan hoc
hoi d6. Nhitng “bai toan Hilbert” dé da c6 tic dung thic ddy manh mé toan bo thai ky phét trién
toan hoc tiép sau d6. Hau nhu tat ca da dudc giai dugc sau do6, va thudng thi viéc giai ching da cé
lién quan dén nhitng két qua ro rang vé mit chuan bi nhitng phuong phép téng quat hon va sau sic
hon. Mét trong nhitng bai toan dudng nhu khong c6 hy vong gidi dude 14 vin dé ching minh ring

V2

sb 1a s siéu viét, hodc it ra 1a sé vo ti. Trong vong ba chuc ndm khéng cé mot céch xit 1y nao cé hy
vong dat dugc két qua. Cudi ciing, Seigel, va ddc lap v6i ong, nha toin hoc Nga tré tudi, A. Gelfond
da phat minh nhiing phuong phap méi dé chitng minh tinh siéu viét ctia nhiéu sé c¢6 ¥ nghia trong
toan hoc, bao gom ca sb Hilbert sb V2 va, tong quéat hon, bat ki s6 dang a® trong d6 a 1a s6 dai sb
# 0 hodc # 1 va b 1a s6 dai s6 vo ti.
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2.8 Ly thuyét tong quat

Khai niém 16p hoac tdp hgp cic su vat la mot trong nhimg khéi niém co s& clia toan hoc. Mot tap
hgp duge xac dinh bdi mot tinh chat nao dé (thudc tinh) U ma mdi sy vat dang xét phai ¢ hoic
khong cé; nhiing su vat c6 tinh chat U tao thanh mét tap hop A. Ching han, néu ching ta xét céc sb
nguyén va tinh chat U la “nguyén t6” thi tdp hop A tuong (ing sé gdom tat ci cac s6 nguyén té 1, 2,
3,5,7...

Ly thuyét todn hoc vé cac tdp hop xuét phat ti chd, nhd cic phép toan nhat dinh, c¢6 thé ciu
thanh nhtimg tdp hgp mdi tit cdc tdp hop cho trude (tuong tu nhu nhé cédc phép todn céng va nhan
thu duge céc s6 méi tit cac s6 cho trude). Viee nghién citu cic phép toan ve tap hop 1a ddi tugng clia
“dai s6 tap hop” cé nhiéu cai chung véi dai s6 céc s6 binhudng, du rang c6 diém khéc nhau. Su kién
c6 thé 4p dung céc phuong phap dai s6 dé nghién citu cic su vat khong phai 1a con sb ma 1a céc tap
hop da minh hoa cho tinh khai quat cao clia tu tudng todn hoc hién dai. Trong thdi gian gan day,
ching ta thiy dai s6 tdp hop da cho ra doi nhiéu linh vue todn hoc, chdng han 1y thuyét do do va 1y
thuyét xac suat; né ciing c6 ich trong viéc hé thdng hoa cic khai niém todn hoc va lam sang t6 mdi
lién hé logic gitta cdc khai niém dé.

Tt day, ching ta sé ky hiéu mot tap hop su vat khong d6i nao d6 1a I ma ban, goi né 1a tip hop
vl tru(universe of discourse), va cdc tap hgp con cia né duge ky hiéu 1a A, B, C... Néu I 1a tdp hop
s6 tu nhién thi A, ¢6 thé 1a tap hop sb chin, B 14 tap hop s6 1é, C 1a tap hop s6 nguyén t6 v.v... Néu
tap hop I 1a tdp hop diém trén mit phing thi A c6 thé 1a tdp hop céc diém nim trong mot hinh tron
nao dé, B 1a tap hop cdc diém ndm trong mét hinh tron khéc v.v... D& thuin tién, trong sé cdc “tap
con” chiing ta ké c& ban than I, ca tap hop “rdng” O khong chita phan tit nao. St md rong nhan tao
nay nhim muc dich bdo toan ¥ kién 13 mbi tinh chit U sé tuong tng véi tAp hop nhitmg phan t nio
dé trong I ¢6 tinh chat ay. Truong hop U 1a mot tinh chat duge thuce hién toan bd, ¢ thé dung tinh
chat thoda man phuong trinh tam thudng x = x, thi tdp con tuong tng ctia I sé 1 ban than I, vi moi
phan tit déu c6 tinh chat d6, mat khac néu U 1a mot tinh chadt mau thudn noi tai ndo dé nhu = # x,
thi tap con tuong ing hoan toan khéng chita phan ti nao, né 1a tidp hgp “rdng” va dude ky hiéu 1a 0.

Chiing ta goi tap hdp A 1a mot tdp con ciia tap hgp B néu trong tdp hop A khong c6 phan t& nao
khong nam trong B. Khi d6 ching ta viét

ACBhoac BD A

Thi du, tdp hdp A céc s6 nguyén chia hét cho 10 1a tap con ctia tdp hdp B cac s6 nguyén chia
hét cho 5, bdi vi médi sb chia hét cho 10 ciing chia hét cho 5. Quan hé A C B khéng loai trit quan hé
B C A. Néu c6 dong thoi ca hai quan hé thi chiing ta néi tdp hop A bang tap hop B va viét

A=B.

Diéu nay c6 nghia moi phan tit ctia A ciing 1a phan tit ctia B va ngudc lai, titc 1a cic tap hop A va
B chita nhitng phan t& nhu nhau.

Quan hé A C B giita cic tAp hgp nhic nhd ching ta dén quan hé a < b giita céc sb thuc. Cu thé,
diang that nhu vay:

1. ACc A

2. Ne\uACBvaBCAthiA=B

77



78 PHU LUC CHUONG 2: DAI SO TAP HOP

3. NeuAcCcBvaBcCcCthiAcC

Do dé quan hé giita A C B con dude goi 13 “quan hé thi tu”. Ché khac biét chii yéu véi quan hé
a < b cho sb thuc 1a, moi ciip sd a va b bao gid ciing c6 it nhat mot quan hé a < b hoiic b < a, dieu
nay khong diung trong cac tdp hop. Thi du: néu A 14 mot tap hgp gom céc sd nguyén 1, 2, 3,

A=1{1,2,3},
con B 14 tadp hop gom céc s6 nguyén 2, 3, 4,

B =1{2,3,4},

thi khong c6 A C B hoic B C A. Vi thé, vi thé quan hé A C B ctia tap hop I 1a duge sip tht tu bo
phén, trong khi quan hé @ < b 1ap thanh mot tdp hop “cé thit tu tuyén tinh”. Ngoai ra, ching ta luu
¥ rang tit dinh nghia quan hé A C B, ching ta c6:

5. O C A v6i tap hop A bat ki va
6. ACI,

day A 1a tap hop con ctia tdp hdp toan bo I. Tinh chat 5 xem ra c6 vé vo 1y, nhung néu suy nghi
k¥ thi né phit hgp v6i ¥ nghia chinh xac ctia dinh nghia ctia ki hiéu . Hé thitc O C A c6 thé sai néu
tap rong O chita mét phan tit khéng ndm trong A, va vi tap hop réng hoan toan khong chita phan ti
nio ci, cho nén khong thé xay ra su vo 1y dé véi tap hop A.

Bay gio ching ta sé dua ra dinh nghia hai phép toan trén cac tap hop, c¢é nhiéu tinh chat dai s6
ctia phép cong va phép nhan cic s6 thong thudng, mic dit ndi dung bén trong ctia né 1a hoan toan
khéc véi cac phép toan d6. Gia thit A va B 1a hai tap hop bat ki. Hop hodc “tong logic” clia A va B 1a
mot tap hop gom nhitng phan t& ndm trong A hofic nim trong B (ké ca phan tit nim trong ci hai).
Tap hop nay duge ky hiéu la A 4+ B. “Giao” hoac “tich logic” ciia A va B 1a mot tdp hgp chita nhing
phan tit ndm trong cd A va B. Tap hop nay duge ky hiéu AB. Ching ta minh hoa céc phép todn thi
du. Mot lan nita, ching ta chon tap hop A va B:

« A =11, 2 3},
e« B=1{2 3,4},
thé thi:

« A+B={1,2 3,4},
« AB={2,3}

Sau day 1a nhitng tinh chat dai s quan trong clia cdc phép toin A + B va AB. Dua vao cic dinh
nghia ciia ban than cic phép toan, ban doc c6 thé thit lai cdc tinh chat do:

6. A+B=B+A 12. A(B+C) = AB + AC

7. AB=DBA 13. A+ (BC) = (A+ B)(A+C)
8. A+(B+C)=(A+B)+C 14. A+0=A

9. A(BC) = (AB)C 15. AT =A

10. A+ A=A 16. A+I1=1

11. AA=A 17. AO=0

18. Quan hé A C B la tuong ting v6i mot trong hai quan hé:

A+B=DB,AB = A,
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Viéc thit lai tAt ca nhiing dinh ludt dé 14 viée ctia ban than logic so cAp. Chang han, 10 x4c nhan
rang tap hop céc phan tit dude chita trong A hosc trong A chinh 1 tap hop A, trong khi d6 12 xé4c
nhén rang tadp hop nhitng phan ti thuéc A ddng thoi thude B hoic thude C, trung v6i tap hop céc
phan tit cling nam trong A va trong B hoiic ciing nam trong A va trong C. Nhiitng lap luan logic duge
diing dé chimg minh céc dinh luat nay dugc minh hoa mot cach thuan lgi néu nhu ching ta qui ude
bidu thi cdc tap hop A, B, C... dusi dang nhitng hinh phing nao dé va luu ¥ sao cho khong bo sét
mot kha ning logic nao cé thé xay ra khi dé cap dén su c6 nhitng phan tit chung ctia hai tap hop hoic
nguge lai dé cap dén su c6 nhitng phan tit trong mot tdp hop nay nhung khéng thudc tap hop khéc.

AB

Hinh 2.19: Hgp va giao cla cac tap hgp

Ban doc can luu y dén céac dinh ludt 6, 7, 8, 9, 12 vé hinh thitc giéng véi cic dinh ludt giao hodn,
két hop va phan phéi ctia dai s6 hoc thong thuong. Ti d6 suy ra moi qui tic ciia dai s6 hoc thong
thudng rat ra tit nhitng dinh luit d6 ciing ding trong dai s6 tdp hop. Ngudc lai, nhitng dinh luat 10,
11 va 13 khéng c6 nhitng dinh luit tuong tu trong dai s6 hoc théng thudng, ching cho dai sé tap hop
mot cAu tric don gidn hon. Ching han, cong thic nhi thiic trong dai sb tap hop dan t6i mot dang
thitc don gian:

(A+B)"=(A+B).(A+B)...(A+B)=A+1B

diéu nay suy ra tit dinh luat 11. Céc dinh luat 14, 15 va 17) néi rang cic tinh cht ciia céc tap hop
O va I v6i céc phép todn hgp va giao clia cac tdp hop 1a khé giéng céc tinh chat ctia s6 0 va 1 dbi véi
céc phép toan cong va nhan cac s6 thong thuong. Nhung dinh luit 16 khong cé cai tuong tu trong dai
s6 thong thudng.

N6 con diing dé dinh nghia ctia mot phép tinh khac nita trong dai s6 tadp hop. Gia thit A 1a mot
tap con tuy ¥ ctia tdp hop toan bd I. Phan bu ctia A trong I 1a tdp hop tat ca cic phan tit trong I ma
khong thudc A. Tap hop nay ching ta ky hiéu 1a A’ Ching han, néu I 14 tap hop céc sb tu nhién, A
14 tap hop céc sb nguyén td, thi tdp hop A’ chita tit ca céc hop s6 va sé 1. Phép toan chuyén tit A
dén A’ khéng c6 cai tuong tu trong dai s6 thong thudng va cé nhitng tinh chat sau day:

20 A+ A =1

21. AA =0

22. O’'=I

23. A=A

24. Quan hé A C B tuong duong v6i quan hé B’ C A’.
25. (A + B)’ = A’B’ 26) (AB) = A’ + B’

26. (AB) = A’ + B

Lan nita, ching t6i danh ban doc thit lai nhitng tinh chat dé.
Céc dinh luét 1 - 26 1a cd s clia dai sb tap hop. Ching cé “tinh chat ddi ngau” dac biét sau day:
Néu trong mot dinh luat bat ky tir 1 - 26 ching ta thay thé 1An nhau ting cip cac ky hiéu:

e Cwvad

e Oval
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e + va.

thi két qua van la mot trong nhitng dinh luit dé.

Chsng han, dinh luat 6 chuyén thanh dinh ludt 7, 12 thanh 13, 17 thanh 16 v.v... T dé suy ra
mdi dinh 1y rit ra ti cac dinh luat 1 - 26 tuong tmg v4i mot dinh 1y khac “d6i ngau” véi né, thu duge
bang cach hoan vi cic ky hiéu da néi trén. Thuc viy, bdi vi viéc chimg minh dinh 1 thit nhat 1a viéc
tmg dung lién tiép trong nhiing giai doan khac nhau ctia céc 14p ludn mot s6 dinh luét 1 - 26 thi viéc
ting dung céc dinh luat “déi ngdu” trong cic giai doan tuong tng sé tao nén chitng minh ctia dinh ly
“dbi ngau”. (ciing twong tu nhu tinh déi ngau trong hinh hoc, xem chuong IV).

2.9 Ap dung vao logic toan

Su thit lai cidc dinh ludt clia dai s tap hgp 1a dua trén su phan tich ¥ nghia logic clia céc
quan hé A C B va cic phép toin A + B, AB va A’ Bay gio ching ta c6 thé xem cic dinh luat
1 — 26 nhu 1a co s6 ctia “dai sb logic”. Néi chinh xdc hon: phan ciia logic, tiép can cac tip hop
hoiic céc tinh chat clia su vat dude xem xét, c6 thé qui vé mdt hé théng dai s6 hinh thitc dua
trén cadc dinh luat 1 - 26. Dinh nghia tdp hdp toan bo I vé mat logic x4c dinh tdp hop I; mdi
tinh chat U xdc dinh mot tap hop A goém nhitng su vt trong I ¢é tinh chat d6. Quy tac phién
dich céc thuat ngit logic thong thuong sang ngén ngit taip hop thé hién trong cic thi du sau day:

1. “A hoiac B” « A+B
2. “Ava B’ « AB
3. “Khong A” . A
4. “Khéng A, khong B” e (A+B)’, hodc tuong duong, A'B’
5. “Khong phai vira A vira B” e (AB)’, hodc tuong duong, A’ + B’
6. “Tat cd A la B” hodc « ACB
néu A, thi B” ho#ic “A suy ra B”
7. “Mot A ndo d6 1a B « AB#0
8. “Khoéng c6 A nao la B” « AB=0
9. “Mo6t A nao d6 khong 1a B” e AB'#0
10. “Khoéng c¢6 A nao” o A=0

Trong thuit ngit cta dai s6 tdp hop, tam doan ludn “Barbara” néi rang: “néu tat cd A 1la B va
tat ca B 1a C, thi tat cd A 1a C” sé c¢6 dang don gidn: 3. Néu A C B va B C C thi 4A C C.

Tuong tu “ludt mau thudn” khing dinh ring: “mot khong thé dong théi c6 va khong ¢6 mot tinh
chat nao dé” dugce viét dusi dang:

20. AA’ = 0, con “luét bai trung” néi rang: “moi sut vat hodc cé, hodc khong ¢6 mot tinh chat nao
dé” tré thanh: 19. A+A’=I.

Bai thé phan ciia logic duge biéu thi bang cac thuat ngit ciia ky hiéu C, +, . va (*) c¢6 thé dugc coi
nhu mot hé dai s6 hinh thiic tudn theo cic dinh ludt 1 - 26. Dua vao su hoa hop ciia giai tich logic
toan hoc va giai tich todn hoc logic thi mot nganh toan hoc méi da duge hinh thanh “logic toan” mot
nganh ma hién nay dang phét trién manh mé.

Vi quan diém tien dé, ching ta chi y dén mot su kién dic biét 1 céc khéng dinh 1 - 26 cung vé6i
moi dinh 1y khéc ctia dai s6 tAp hop c6 thé suy ra duge mot cich logic tit ba ding thic sau day:

A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C) (2.9.1)
(A? + B?)’ + (A? + B)? — A

T d6 suy ra c6 thé xay dung dai s6 tap hop nhu mot 1 thuyét suy dién thuan tuy gibéng nhu hinh
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hoc Euclid, dua vao ba ménh dé dé coi nhu céc tién dé. Néu cac tién dé dé duge thuc hién thi phép
toan AB va quan hé A C B sé dugc dinh nghia theo thuit ngit A + B va A’

AB biéu thi tap hop (A’ + B')
A C B biéu thi rang A+ B = B.

Mbt hé théng toan hoc gdom tam s6 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, trong d6 a + b, theo dinh nghia biéu
thi boi chung nhd nhit clia a va b, ab biéu thi uéc chung 16n nhit ctia a va b, a C b bidu thi khing
dinh “b chia hét cho a” va a’ bic¢u thi s6 30/a, thod man moi dinh luat hinh thitc ctia dai s6 tap hop
ciing 14 mot thi du hoan toan khéc. Sy ton tai nhitng thi du nhu viy kéo theo su nghién citu cic hé
théng dai s6 tong quat thod man cac dinh luat 2.9.1. Nhitng hé thdng nhu vay dugc goi 1a “céc dai s6
Boolean” dé ky niém George Boole (1815 - 1864), nha toan hoc va logic hoc Anh véi cubn sich ciia
ong “An investigation of the laws of thought” ra doi nam 1854.

2.10 Mot 4p dung vao 1y thuyét xac suit

Dai s6 tap hop c6 quan hé gan giii nhat v6i 1y thuyét xac suat, cho phép chiing ta nhin 1y thuyét
nay theo mot quan diém mdi. Ching ta xét mét thi du don gidn nhét: ching ta hinh dung mét phép
thit v6i mot s6 hitu han céc két cuc cé thé ma ching ta cho ring “dong kha ning”. Chang han, phép
thit c6 thé 1a viéc riat hi hoa mdt con bai trong mét ¢d bai da xéc ky. Néu ching ta biéu thi tdp hop
cac két cuc 1a I, con A biéu thi cho mot tap con nio dé clia I, thi xdc suat dé cho két cuc ctia phép
thit thudc vao tap con A dude xéc dinh béi ti sb:

s6 phan ti trong A

A) = ——
p(4) SO phan tit trong I

Néu chiing ta qui uéc bicu thi sé phan ti ciia tdp hgp A nao dé 1a n(A) thi déng thitc trén sé c6
dang

n(4)
A= —= 2.10.1
) = 2 (2101)
Trong thi du nay, gid thit A 1a tdp hgp cdc con “nhép” ching ta c6 n(A) = 13, n(I) = 52 va
p(A) =55 =14

Céc tu tudng clia dai sd tap hgp dude phat 16 ra trong khi tinh x4c suat néu da biét x4c suit clia
mot sb tAp hgp can tinh x4c sudt clia cdc tAp hgp khac. Thi du, biét xac suat p(A), p(B) va p(AB),
c6 thé tinh duge xéc suat p(A+B):

p(A+ B) =p(A) + p(B) — p(AB) (2.10.2)
chimg minh don gian. Ching ta co:
n(A+ B) =n(A) +n(B) — n(AB)

bédi vi cac phan tit duge chita dong thdi trong A va trong B, titc 14 phan tit trong AB dugc xét dén hai
lan trong khi tinh téng n(A) + n(B), nghia 13 can trit n(AB) vao téng d6 dé cho viéc tinh n(A+B)
duge thuc hién ding. Sau dé chia ca hai vé ctia dang thiic cho n(I) ching ta duge hé thiic 2.10.2.

Néu xét ba tap hop A, B, C trong I chiing ta duge mdt cong thiic I thi hon. Ding hé thitc 2.10.2
ching ta cé:

p(A+ B+ C)=p[(A+ B)+C]=p(A+ B)+p(C) — p[(A+ B)C].
Dinh luat 12 trong bai trén cho ching ta (A + B)C = AC +BC. Tu d6 suy ra:

Pl(A+ B)C] = p(AC + BC) = p(AC) + p(BC) — p(ABC).
Thay vao phuong trinh trén gia tri ctia p[(A 4+ B)C]| va gia tri ctia p(A + B)
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dugce cho béi 2.10.2, ching ta ¢6 cong thiic:
p(A+ B+ C)=p(A) +p(B)+p(C) —p(AB) — p(AC) — p(BC) + p(ABC). (2.10.3)

Dé lam thi du, ching ta xét phép thit sau. Ba chit s6 1, 2, 3 dudc viét theo mot trat tu tuy y. Xéc
suat dé cho it nhat mot trong céc chit s6 d6 nam & vi trf ding ctia né (tinh theo thit ti) 14 bao nhiéu?
Gia st A 1a tap hogp cac hoan vi trong d6 chit s6 1 diing & vi tri thit nhat, B 1a tadp hdp cic hodn vi
trong dé chit s6 2 & vi tri thit hai, C 13 tap hop cdc hoan vi trong dé chit s6 3 ditng vi tri thit ba.
Chuing ta can tinh p(A + B + C). R0 rang:

thuc vay, néu mot chit sé tuy y ding & vi tri ding clia né thi cé hai kha ning hoan vi hai chit s6 con
lai trong s6 3.2.1 = 6 cdc hoan vi c¢6 thé ctlia ba chit s6. Hon nita:

MAB%:MAC%:MBC):é

va .
p(ABC) = 6
vi chi x4y ra mot trong cac truong hgp dé. Theo cong thitc 2.10.3:
1 1 1 1 1
A+ B =3-—-3-+=-=1—--+=-=
p(A+B+C) 33 36+6 2+6 0, 66666

Bai tap:

1. Tim mét cong thitc cho p(A + B + C + D) va 4p dung né cho trudng hop cé 4 ki tu. Két qua

5
tuong tng la 3= 0.6250

Cong thttc chung cho n tap hgp la:

p(Al +Ay+---+ A, = ZP(A’) — ZP(AZA]) + Zp(A,A]Ak) -t p(AlAQ - An), (2.10.4)
1

2 3
& day biéu tugng » > .Y ..., > la téng clia viéc két hop c6 thé duge chia cde tap 1,2, ... , lay
1 2 3 n—1
mot, hai, ba, ... (n-1) tai mét lan. Biéu thitc nay c6 thé dua ra bang quy nap todn hoc theo cling

mot cach ma dé cé duge 2.10.3 tir 2.10.2. Tit 2.10.4 ching ta dé dang thiy rang néu n ki tu 1, 2, 3,
..., n dudc viét theo thit tu bat ki, c6 thé it nhat mot ky tu sé & ding vi trf clia né.
1 1

1 1
p”:1_§+3[_ﬂ+”'im (2.10.5)
day ky hiéu +, cong hoac trit, phu thudc vao n chin hodc 1é. Cu thé, cho n = 5 thi xdc xuat la:

1 1 1 1 19

Chiing ta sé thay & chuong VIII rang khi n tién t6i vo cling thi chudi

111 1
Sn=g gty it (2.10.7)

Tién t6i gidi han, 1/e, gid tri ctia né dén nam vi tri thap phan 1a 0,36788. Lai theo 2.10.5 p, = 1—9,,
cho thay rang khi n tién t6i v cing thi:

1
pn—1— = =0,63212.
e
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